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p.  p. 

Meinen  umfangreichen  Verlag  auf  dem  Gebiete  der  Mathematischen, 
der  Technischen  und  Naturwissenschaften  nach  allen  Richtungen  hin 
weiter  auszu])auen,  ist  mein  stetes  durch  das  Vei-trauen  und  Wohlwollen 
zahlreicher  hervorragender  Vertreter  obiger  Gebiele  von  Erfolg  begleitetes 
Bemühen,  wie  mein  Verlagskatalog  zeigt,  und  ich  hoffe,  daß  bei  gleicher 
Unterstützung  seitens  der  Gelehrten  und  Schulmänner  des  In-  und  Auslandes 
auch  meine  weiteren  Unternehmungen  Lehrenden  und  Lernenden  in  Wissen- 
schaft und  Schule  jederzeit  förderlich  sein  werden.  Verlagsanerbieten  ge- 
diegener Arbeiten  auf  einschlägigem  Gebiete  werden  mir  deshalb,  wenn 
auch  schon  gleiche  oder  ähnliche  Werke  über  denselben  Gegenstand  in 
meinem  Verlage  erschienen  sind,  stets  sehr  willkommen  sein. 

Unter  meinen  zahlreichen  Unternehmungen  mache  ich  ganz  besonders 
auf  die  von  den  Akademien  der  Wissenschaften  zu  München  und  W^ien  und 
der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  herausgegebene  Encyklo- 
pädie  der  Mathematischen  Wissenschaften  aufmerksam,  die  in  7  Bänden 
die  Arithmetik  und  Algebra,  die  Analysis,  die  Geometrie,  die  Mechanik, 
die  Physik,  die  Geodäsie  und  Geophysik  und  die  Astronomie  behandelt  und 
in  einem  Schlußband  historische,  philosophische  und  didaktische  Fragen 
besprechen,  sowie  ein  Generalregister  zu  obigen  Bänden  bringen  wird. 

Weitester  Verbreitung  erfreuen  sich  die  raatliematischen  und  natur- 
wissenschaftlichen Zeitschriften  meines  Verlags,  als  da  sind:  Die  Mathe- 
matischen Annalen,  die  Bibliotheca  Mathematica,  das  Archiv  der 
Mathematik  und  Physik,  die  Jahresberichte  der  Deutschen  Mathe- 
matiker-Vereinigung, die  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik, 
Organ  für  angewandte  Mathematik,  die  Zeitschrift  für  mathematischen 
und  naturwissenschaftlichen  Unterricht,  ferner  Natur  und  Schule 
(Zeitsclirift  für  den  gesamten  naturkundlichen  L^nterricht  aller  Schulen),  die 
Geographische  Zeitschrift  u.  a. 

Seit  1868  veröfi'entliche  ich' in  kurzen  Zwischem-äumen:  „Mitteilungen 
der  Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner".  Diese  „Mitteilungen",  welche 
unentgeltlich  in  30000  Exemplaren  sowohl  im  In-  als  auch  im  Auslande 
von  mir  verbreitet  werden,  sollen  das  Publikum,  welches  meinem  Verlage 
Aufmerksamkeit  schenkt,  von  den  erschienenen,  unter  der  Presse  befindlichen 
und  von  den  vorbereiteten  Unternehmungen  des  Teubnerschen  Verlags  in 
Kenntnis  setzen  und  sind  ebenso  wie  das  bis  auf  die  Jüngstzeit  fortgeführte 
Verzeichnis  des  Verlags  von  B.  G.  Teubner  auf  dem  Gebiete  der 
Mathematik,  der  Technischen  und  Naturwissenschaften  nebst  Grenz- 
gebieten, 96.  Ausgabe  [XL  u.  168  S.]  gr.  8,  sowie  der  Nachtrag  1901  —  1903 
fXVl  u.  56  S.]  zu  diesem  Katalog  in  allen  Buchhandlungen  unentgeltlich 
zu  haben,  werden  auf  Wunsch  aber  auch  unter  Kreuzband  von  mir  un- 
mittelbar an  die  Besteller  übersandt. 

Leipzig,  Poststraße  3.  g^    Q.^   TöUbllör. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 


Diekmailll ,  Prof.  Dr.  Jos.,  Rektor  des  Realprogymnasiums  zu  Viersen, 
Anwendung  der  Determinanten  und  Elemente  der  neuern 
Algebra  auf  dem  Gebiete  der  niedern  Mathematik,  Zum 
Gebrauche  beim  Unterricht  an  höheren  Lehranstalten  sowie  zum 
Selbstunterricht.    [VIII  u.  111  S.]    gr.  8.    1889.    geh.   n.  *Ä  1 .  60. 

Kronecker,  Leopold,  Vorlesungen  über  Mathematik.  Heraus- 
gegeben unter  Mitwirkung  einer  von  der  Königlich  Preussischen 
Akademie  der  Wissenschaften  eingesetzten  Commission.  In  4  Bänden. 
IL  Band:  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Determinanten, 
berausgegeben    von   K.  Hensel.     gr.  8.     geh.     [in  Vorbereitung] 

Mansion,  Dr.  P.,  Professor  an  der  Universität  zu  Gent,  Mitglied  der 
Königlichen  Belgischen  Akademie,  Einleitung  in  die  Theorie 
der  Determinanten  für  Gymnasien  und  Realschulen.  Aus  der 
ersten  französischen  Auflage  übersetzt.  [40  S.]  gr.  8.  1899. 
geh.  n.  JL   1 .  — 

Pascal,  Ernst,  ord.  Prof.  an  der  Universität  zu  Paris,  die  Deter- 
minanten. Eine  Darstellung  ihrer  Theorie  und  Anwendungen  mit 
Rücksicht  auf  die  Gesamtheit  der  neueren  Forschungen.  Be- 
rechtigte deutsche  Ausgabe  von  Dr.  Hermann  Leitzmann.     gr.  8. 

In    Leinw.    geb.        [Erscheint  im  März  1900.] 

Der  Verfasser  des  italienischen  Werkes,  das  in  der  Sammlung  wissenschaftlicher  Hand- 
bücher des  Mailänder  Verlegers  Hoepli  vor  etwa  zwei  Jahren  erschienen  ist,  hat  in  seinem 
Vorwort  das  Ziel,  welches  er  bei  Abfassung  seiner  Schrift  im  Auge  hatte,  in  einfacher  Weise 
gekennzeichnet.  Er  sagt,  es  sei  ihm  darauf  angekommen,  eine  Darstellung  der  Determinanten- 
lehre zu  geben,  bei  der  die  bedeutende  Zahl  von  Einzeluntersuchungen,  die  auf  diesem  Gebiete 
in  neuester  Zeit  geschehen  sind,  zum  ersten  Male  vollständig  und  in  thunlichst  knaj)per  Form 
vereinigt  anzutreffen  sein  sollten. 

Wie  man  bei  einem  Blick  auf  die  geschichtliche  Entwickelung  des  Lehrstoffes  bald 
ersieht,  hat  der  Mangel  einer  geeigneten  Gesamtdarstellung  zur  Folge  gehabt,  dafs  die  Be- 
mühungen verschiedener  Forscher  sich  wiederholentlich  demselben  Gegenstande  zuwandten  und 
Ergebnisse  mit  dem  Ansprüche  des  Neuen  veröffentlicht  worden  sind,  die  andernfalls  schon 
längst  wissenschaftliches  Gemeingut  hätten  werden  können.  Wir  dürfen  auf  Grund  solcher 
Wahrnehmung  und  Erwägung,  ohne  den  bleibenden  W^ert  anderer  vorhandener  Lehrbücher  der 
Determinanten  in  Abrede  zu  stellen,  bei  deren  Abfassung  in  der  Hauptsache  die  sj'stematische 
Darstellung  eines  durchgangig  in  sich  zusammenhängenden  Lehrgebietes  beabsichtigt  wurde, 
dem  Verfasser  der  vorliegenden  Schrift  wohl  bedingungslos  beipflichten  in  dem  Ausdrucke  der 
Erwartung,  dafs  das  besondere  Endziel,  an  dessen  Verwirklichung  er  seine  Mühe  gewandt  hat, 
sich  mit  einem  thatsächlichen  und  wesentlichen  Bedürfnis  übereinstimmend  erweisen  wird. 

Der  Herausgeber  knüpfte  hieran  die  Hoffnung,  dafs  das  Buch  auch  dem  deutscheu 
Leser,  insonderheit  dem  Lernenden  auf  jenem  Gebiete  ein  willkommener  Führer  werden  möchte 
da  die  heimische,  hier  einschlägige  Litteratur,  wenn  mau  die  Forderungen  möglichster  Voll- 
ständigkeit und  durchsichtiger,  einfacher  Darstellung  gemeinsam  aufstellt,  bisher  wohl  eine 
empfindliche  Lücke  bemerken  läfst. 


Es  hat  bei  der  Übertragung  das  Ziel  vorgeschwebt,  in  Hinsicht  auf  Art  und  Gang  der 
Darlegungen  so  eng  als  immer  möglich  an  das  Original  sich  anzuschliefaeu,  und  nur  in  den 
Dingen,  die  die  ftufsere  Form  des  dargebotenen  Lehrstoffs  angehen,  ist  darum  aus  Gründen  der 
Zweckmäfsigkeit  hin  und  wieder  abgewichen  worden. 

Der  Verfasser  hat  in  dankenswerter  Beteiligung  für  diese  Ausgatie  eine  Reihe  von 
handschriftlichen  Aufzeichnungen  zur  Verfügung  gestellt,  in  denen  teils  Zusätze,  teils  ver- 
bessernde Anmerkungen  enthalten  waren  und  die  siimtlich  an  geliöriger  Stelle  dem  neuen  Texte 
eingefügt  sind;  desgleichen  stammt  aus  der  Kedcr  von  Ilmesto  Pascal  der  kurze  historische 
Abrifs,  der  in  der  deutschen  Ausgabe  zum  ersten  Male  den  theoretischen  Erörterungen  zur 
Einleitung  dient. 

Der  Herausgeber  hat  es  sodann  als  seine  wesentliche  Aufgabe  betrachtet,  den  in  die 
Darlegung  vorwobenen  Eitteraturberieht  und  die  diesbezn glichen  Nachweisungen  einer  gründ- 
lichen Prüfung  zu  unterwerfen,  hat  einzelne  Nachtrüge  eingefügt  und  im  Anhang  ein  vervoll- 
ständigendes Verzeichnis  der  nach  Erscheinen  des  italienischen  Buches  gelieferten  wissenschaft- 
lichen Arbeiten  zusammengostellt. 

Zur  Erleichterung  des  Gebrauches  ist  ein  oingeliendes  Sachregister  dem  Buche  bei- 
gefügt worden. 

Pascal,  Ernst,  ord.  Prof.  an  der  Universität  zu  Pavia,  Repertorium  der 
höheren  Mathematik  (Definitionen,  Formeln,  Theoreme, 
Litteraturn  ach  weise).  Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von 
A.  Schepp,  Oberleutnant  a.  D.  zu  Wiesbaden.  In  2  Teüen. 
I.  Teil:  Die  Analysis,     8.     1899.     Biegsam  in  Leinw.  geb. 

[Unter  der  Presse.] 

Der  Verfasser  sagt  in  seinem  Vorwort:  „Der  Zweck  des  vorliegenden  Buches  ist,  auf 
einem  möglichst  kleinen  Raum  die  wichtigsten  Theorien  der  neuereu  Mathematik  zu  ver- 
einigen, von  joder  Theorie  nur  so  viel  zu  bringen,  dafs  der  Lehrer  imstande  ist,  sich  in  ihr  zu 
orientieren,  und  auf  die  Bücher  zu  verweisen,  in  welchen  er  Ausfülirlicheres  finden  kann. 

Für  den  Studierenden  der  Mathematik  soll  es  ein  „Vademecum"  sein,  in  welchem  er, 
kurz  zusammengefafst,  alle  mathemütischen  Begriffe  und  Resultate  findet,  die  er  während  seiner 
Studien  sicli  angeeignet  hat  oder  noch  aneignen  wiU. 

Die  Anordnung  der  verschiedenen  Teile  ist  bei  jeder  Theorie  fast  immer  dieselbe; 
znerst  werden  die  Definitionen  und  Grundbegriffe  der  Theorie  gegeben,  alsdann  die  Theoreme 
und  Formeln  (ohne  Beweis)  aufgestellt,  welche  die  Verbindung  zwischen  den  durch  die  vorher- 
gehenden Definitionen  eingeführten  Dingen  oder  Griifsen  bilden,  und  schliefslich  ein  kurzer 
Hinweis  auf  die  Litteratur  über  die  betreffende  Theorie  gebracht. 

Von  Büchern  dieser  Art,  die  uns  bekannt  sind,  ist  die  „Sammlung  von  Formeln  der 
reinen  und  angewandten  Mathematik"  des  Dr.  Laska  (Hraunschweig,  18.s8  —  188it  — 1894)  nur 
eine  Zusammenstellung  von  Formeln  von  geringer  Ausdehnung  und  die  „Synopsis  der  höheren 
Mathematik"  von  Hagen  (Berlin,  1893 — 1894),  wenn  auch  sehr  umfassend  und  von  wertvollem 
Inhalt,  doch  nicht  so  geordnet,  dafs  ein  Leser,  der  noch  keine  grofse  Erfahrung  besitzt,  sich 
leicht  in  ihr  zurechtfinden  könnte. 

Die  neuerdings  erscheinende  Encyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften,  hrsg. 
von  H.  Burkhardt  und  Franz  Meyer ,  verfolgt  einen  ganz  anderen  Zweck  Sie  bringt  über 
jede  einzelne  Theorie,  deren  die  Mathematik  schon  eine  ansehnliche  Menge  zahlt,  eine  voll- 
ständige Abhandlung.  Ein  solches  Werk,  so  wertvoll  und  nützlich  es  auch  für  die  Pfleger  der 
mathematischen  Disciplinen  ist,  kann  schon  seines  Umfanges  wegen  nicht  jedermann  zur  Hand 
sein  und  ist  nicht,  wie  das  vorliegende  Buch,  für  solche  bestimmt,  die  ihre  Studien  erst 
beginnen." 

Reidt,  Dr.  Friedricll,  Professor  am  Gymnasium  und  dem  Realpro- 
gymnasium in  Hamm,  Vorschule  der  Determinanten  für 
Gymnasien  und  Realschulen.  [VI  u.  65  S.]  gr.  8.   1874.  geh.  JCl . — 

Reiss,  M.,  Beiträge  zur  Theorie  der  Determinanten.  [VTII 
u.   113  S.]     gr.  4.     1867.     geh.  n.  JC  3.— 
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Vorrede. 


«  Was  ist  im  Grunde  genommen  die  Theorie  der  Determinanten  ?  Es 
ist  eine  über  der  Algebra  stehende  Algebra,  ein  Rechnungsverfahren, 
welches  uns  in  den  Stand  setzt,  die  Resultate  der  algebraischen  Opera- 
tionen zu  corabinieren  und  dieselben  vorauszusagen,  ähnlich  wie  wir  uns 
mit  Hülfe  der  Algebra  der  Ausführung  der  besonderen  Operationen  der 
Arithmetik  entheben  können  »  (Sylvester). 

Die  Theorie  der  Determinanten  wurde  von  Leibniz  um  das  Jahr  1693 
erdacht  und  von  Cramer  im  Jahre  1750  zum  zweiten  Mai  erfunden;  sie 
wurde  in  einer  mehr  oder  weniger  bewussten  Weise  von  Bezout,  Van- 
dermonde,  Laplace,  Lagrange,  Gauss  und  Wronski  angewandt.  Im 
Jahre  1812  wurde  endlich  diese  fruchtbare  Lehre  in  den  Händen  Cauchy's 
ein  hervorragender  Zweig  der  Algebra.  Nach  ihm  haben  sie  Jacobi, 
Cayley,  Sylvester,  Hermite,  Clebseh,  Gordan  und  andere. Mathe- 
matiker unserer  Zeit  zur  Grundlage  und  zum  Hülfsmittel  der  schönsten 
Untersuchungen  der  modernen  Mathematik  gemacht. 

Diese  Schrift  ist  eine  Einleitung  zu  den  ausgezeichneten  Lehrbüchern 
von  Brioschi,  Baltzer,  Salmon,  Gordan,  Günther,  Scott,  Muir, 
Suarez  und  Gaseö.  Der  Leser  wird  auf  dem  kürzesten,  wo  nicht  dem 
leichtesten,  Weg  in  die  wichtigsten  Lehren  dieser  neuen  Algebra 
eingeführt. 

Wir  haben  bei  der  Abfassung  dieser  Schrift,  ausser  verschiedenen 
speciellen  Abhandlungen  und  manchen  Handbüchern  der  Algebra,  die 
analogen  Werke  von  Brioschi,  Baltzer,  Diekmann,  Dölp,  Dostor, 
Falk,  Fontebasso,  Garbieri,  Hattendorf,  Hesse,  Janni,  Mellberg, 
MuIr,  H.  Müller,  E.  Pascal,  Gordan,  Reidt,  Salmon,  Schering, Scott, 
Studnicka,  Suarez  und  Gascö  zu  Rate  gezogen.  Diese  Auflage,  welche 
gleichzeitig  in  französischer  Sprache  erscheint,  enthält  verschiedene 
Verbesserungen  und  Einzelheiten,  die  sich  theilweise  in  der  vierten  (der 
dritten  französischen)  und  der  fünften  (der  zweiten  deutschen  Auflage) 
befanden.  In  einem  Anhang  fügen  wir  noch  verschiedene  Uebungs- 
aufgaben  hinzu. 
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Wie  in  den  frühern  Auflagen  beginnt  unser  Buch  mit  einem  vorläu- 
figen Kapitel,  welches  die  Anfanger  in  die  Deterrainantentheorie  ein- 
führen soll  durch  eine  sehr  elementare  Entwickelung  der  Haupteigen- 
schaften und  ersten  Anwendungen  zwei-  oder  dreizeiliger  Determinanten. 
Dieses  Kapitel  ist  ein  Auszug  unserer  Einleitung  in  die  Theorie  der 
Determinanten. 

Wir  haben  die  schwierigen  Stellen  dieses  Werkchens  mit  einem  oder 
zwei  Sternchen  bezeichnet.  Aiifünger  thun  wohl  bei  erster  Lesung  die 
Nummern  6  und  1 1  der  Elemente  ohne  Beweis  anzunehmen  und  die  §§  II 
und  III  der  Kapitel  II  und  III,  sowie  alle  mit  einem  oder  zwei  Sternchen 
bezeichneten  Nummern  zu  überschlagen. 

Wir  sprechen  unseren  lebhaften  Dank  unseren   Mitarbeitern  aus  : 

Herrn  Professor  Dr.  S.  Güather,  welcher  die  Güte  hatte,  durch  ein 

Vorwort  in  der  Auflage  von  1879  diesem  Werkchen  den  Weg  nach 

Deutschland  zu  bahnen,  Herrn   Professor  Dr.  Hörn,  dem  Uebersetzer 

der  ersten  Auflage,  sowie  auch  unsern  Freunden,  dem  Dechanten  von 

Echternach,  Herrn  B.  I.  Glasen  und  dem  Lütticher  Professor,  Herrn 

J.  Neuberg,    welche  die  Zusätze   der    späteren   Ausgaben   übersetzt 

haben. 

D'.  F.  Mansion. 


EINLEITUNG. 


I.  Zweizeilige  Determinanten.  System  zweier  linearen 
Gleichungen. 

1.  Determinante  von  vier  Elementen.     Der  Ausdruck 
r  =  ttthi  —  Ä2^i 
wird  auf  verschiedene  Weisen  bezeichnet,  nämlich 

i  üi     hl 


r  = 


Ä2 


=  2  ±  ttihi  =  (äiJj)  =  \a,d 


und  heisst  die  Determinante  der  Elemente  (ai,5i)>  (fls,^^).  Das  Glied 
(Terra)  a,  h  ist  das  Eauptglied  (Hauptterm)  von  r;  die  mit  den  Strichen 
obiger  Tafel,  die  alle  Elemente  enthält,  gleichlaufenden  Linien  heis- 
sen  die  senkrechten  Linien  oder  die  Colonnen,  die  andern  die  horizontalen 
Linien  oder  die  Zeilen. 

Bildungsgesetz  von  r.  Die  Determinante  r  ist  gleich  der  Differenz 
der  Producte  der  diagonal  sich  gegenüber  stehenden  Elemente,  wobei 
das  Hauptglied  das  Zeichen  -f-  hat.  Demnach  ist 

^      ^  '  =.9.4_(-5)8  =  36-l-40  =  76. 


I. 


II. 


-5      4  , 
sin  a     sin  l 
cos  a     cos  l 


=  sin  a  cos  i  —  sin  Z>  cos  a  =  sin  {a  —  l). 


Anmerkung.     Jedes  Glied  einer  Determinante  von  vier  Elementen 
enthält  je  ein  Element  aus  jeder  Colonne  und  jeder  Zeile. 
üebungtauf gaben.     1.  Man  berechne  die  Determinanten 


20  ^o 

u, 

4^ 

6      5 

21, 

3i 

> 

lux    fnbi 

02        bi 


ix 
m 


a» 


2.  Eine  Determinante  lu  suchen,  die  =  Oist,  wenn  a:  b 


m  \ 
:c:d. 
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3.  Man  gebe  die  Form  einer  Determinante  der  Quantität  a,  welche  folgender 
Relation  genügt  : 

1  a 

ax*  +  2*2;y  +  ci/*  =  -  (ax  -f  byf  -\-  -  y*. 
a  a 

«.  Elimination  einer  Unbekannten  aus  zwei  linearen  GleichnngeJi. 
Ällgemeijier  Fall :  Die  Coeßcienten  der  Unbekannten  sind  nicht  beide 
gleich  Null.  Es  seien  die  Gleichungen 

aiX^=b,       oder      a,x  —  J,  =  0,  (1) 

üiX  =  ^2       oder      «»a;  —  Ja  =  0,  (2) 

in  welchen  wir  annehmen,  dass  einer  der  Coefficienten  a\,  ai  der  Unbe- 
kannteu,  z.  B.  a\ ,  nicht  null  sei.  Wir  wollen  untersuchen,  in  welchem 
Falle  der  Wert  von  x  =  a\'.  bi  gemäss  der  ersten  Gleichung  auch  der 
zweiten  entspreche,  oder  in  andern  Worten  (2)  mit  (1)  verträglich  sei. 
Multiplicieren  wir  die  erste  mit  a.,  die  zweite  mit  —  fli  und  addieren 
wir  beide,  so  ergiebt  sich 

—  aiiaix  —  b\)-\-ai{a2X —  b-^  =  (i,  (3) 

das  heisst : 

öl     b\ 
r    oder    «.Ja  —  «aJi     oder 


ffj         &2 


0.  (3'] 


Die  Gleichungen  (1)  und  ;2)  haben  also  als  Folge  (3)  oder  (3');  (3')  ist 
mithin  eine  Relation,  welche  zwischen  a\,  bt,a2,  b^  bestehen  muss,  wenn 
(2)  mit  (1)  verträglich  sein  soll.  Diese  tiotwendige  Bedingung  ist  auch  eine 
hinreichende,  denn  man  kann  (2)  ableiten  von  (I)  und  der  Identität  (3). 
Die  Determinante  r  heisst  die  Eliminante,  und  r  =  0  die  Resultante 
des  Systems  der  Gleichungen,  oder  des  äquivalenten  Systems  der 
homogenen  linearen  Gleichungen 

rt,X  +  &,Y  =  0,     a.X-|-J2Y  =  0,  (l'),(2') 

welches  sich  aus  dem  obigen  ergiebt,  wenn  man  dieses  multipliciert  mit 
einer  beliebigen  Zahl  Y,  die  nicht  null  ist,  und  dann  setzt  a;Y  +  X  =  0 

X 

oder  X  = Man  hat  übrigens 

X  :  —  Y  =  ii  :  öl  =  Je  :  «2. 

Gemäss  diesen  Auseinandersetzungen  ist  also  die  Eliminante  zweier 
linearen  Gleichungen  ( 1)  und  (2)  die  Determinante  der  Coeßcienten  der 
Unbekannten  und  der  bekannten  Zahlen  ^  oder  einfach  der  Coeßcienten^ 
wenn  man  die  Gleichu7ige7i  in  der  Form  homogener  Gleichungen  (T), 
(2')  dargestellt  hat.  Ist  die  Eliminante  r,  so  ist  r=  0  die  Resultante. 


Anmerkungen.  I.  Obige  Resultate  lassen  sich  folgenderweise 
zusammenfassen.  Wenn  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  compatibel  sind, 
d.  h.  wenn  beiden  ein  und  derselbe  Wert  von  x  entspricht,  so  besteht 
zwischen  ihnen  eine  lineare  Relation,  nämlich  (3).  Dividieren  wir  diese 
Relation  durch  ßi  und  setzen  wir 

a2  =  mai,  (4) 

so  ergiebt  sich  nach  einigen  Transpositionen 

a-x  —  02  =m  {ttiX  —  hi). 
Dieselbe  Relation  (3)  unter  der  Form  (3')  führt  ebenfalls  zu 

1)2=  —  i\     oder    I2  =  mbi.  (5) 

öl 

TJmge\thrt  lässt  sich  leicht  von  (4)  und  (5j  die  mit  (3)  und  (3')  äquiva- 
lente Relation  (3")  ableiten.  In  andern  Worten,  bestehen  (4)  und  (5),  so 
ist  (2)  compatibel  mit  (I);  zwischen  (1)  und  (2)  besteht  eine  lineare 
Relation  und  ai  I2  —  «2^1  =0. 

II.  Ist  «2  =  0,  so  verlangt  die  Bedingung  der  Compatibilität(3'),  dass 
^2  =  0;  die  Gleichung  (2)  ist  also  O.a;  =  0  und  der  Gleichung  (2)  wird 
Genüge  geleistet  durch  den  Wert  von  x  der  Gleichung  (1),  aber  nicht 
alle  Werte  von  x  nach  der  Gleichung  (2)  entsprechen  der  ersten.  Es 
sind  zwar  (1)  und  (2)  compatibel,  aber  nicht  äquivalent. 

3.  Auflösung  zweier  linearen  Gleichungen.  Allgemeiner  Fall  : 
die  Determinante  der  Coeßcienten  der  Unbekannten  ist  nicht  null. 
Haben  wir 

atX-\-btij  =  Ci,     a2X-\-b2y  =  C2,  (1) 

und  multiplicieren  wir  diese  Gleichungen  respective  zuerst  mit  Jo  und 
—  5i,  und  dann  mit  —  ai  und  a^  und  addieren  wir  diese  Resultate,  so 
erhalten  wir 

(01^2  —  a2bt)x  ^^Cili  —  C2J1,    (ßibt—  a2bi)  y  =  äiCi  —  a2C^, 
woraus  sich  ergiebt 


c, 

b, 

C2 

b2 

ai 

bt 

at 

b. 

—  a2bt)y 

=  Ö!|C2 

a\     Ci 

«2        C2 

ai     bi 

«J        &2 

a;  =  -— — -— ,      y  =  — -— — _.  (2) 


Der  Nenner  von  x  und  y  ist  die  Determinante,  welche  aus  den  Coeßcien- 
ten der  Unbekannten  besteht;  der  Zähler  ist  die  Determinante^  welche 


tick  ergiebt,  wenn  man  im  Nenner  die  Coeßcienten  von  x  und  y  durch  die 
zjceiten  Glieder  der  Gleichungen  ersetzt. 

E3  bleibt  uns  noch,  wie  Gauss  bemerkt,  zu  prüfen,  ob  die  gefun- 
denen Werte  von  x  und  y  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  genügen. 
Wenn  wir  x  und  y  durch  diese  Werte  ersetzen,  so  werden  diese 
Gleichungen  : 

flj  {Cibi  —  C2bi)  -f-  li  {a\C2  —  CL2C1) 
üihi  —  üibi 

flj  {Cih  —  Cibi)  -f-  bi  (atCi  —  aiCi) 
atbi  —  «2^1 

oder,  wenn  wir  nach  Ci  und  C2  ordnen, 

Ci  {aibt  —  «jöi)  +  Ci  {a^bl  —  a,5i) 


=  Ci, 


Ci, 


01^2  Ä2&1 

Cl  (öjJj  «2^2)  -J-  C2  («1^2  dibt) 


=  Ci,  d.  h.  Cl  =  Cl, 

=  C2,   d.h.    C2  =  C2. 


dibt  —  atbi 

Es  lösen  also  die  Werte  (2)  in  unserm  allgemeinen  Falle  die  Glei- 
chungen (1). 

Beispiel  III.  Auflösung  der  Gleichungen 

9a;+lly  =  5,       Sx-{-  lOy  =  4. 
Es  ergiebt  sieh  unmittelbar 


X  = 


5     11 

4     10 


9     11 

8    10 


=  S,     y  = 


9    5 
8    4 


9     11 
8     10 


-g.  Homogene  Gleichungen.  l'Mit  zwei  Unbekannten.  V^enn  c,  =  Ci  =  0, 
sind  die  Gleichungen  homogen  und  geben  als  einzige  Auflösung  x  =  0, 
y  =  0  in  unserm  Falle,  wo  a,  J2  —  «2^1  nicht  null  ist. 

2»  Mit  drei  Unbekannten.  Setzen  wir  Za;  +  X  =  0,  Zy  -f  Y  =  0,  wo 
Z   eine  beliebige  Zahl,  jedoch  nicht  Null,   ist.   Multiplicieren  wir  die 
Gleichungen  (1)  mit  Z,  so  stellen  sie  sich  darin  der  homogenen  Form 
ö,X4-?',Y  +  c,Z  =  0,     fljX -f  J2Y  +  c,Z  =  0. 

Statt  zu  den  Gleichungen  (2)  führen  diese  Gleichungen  nach  einigen 
Transformationen  zu 

X  — Y  Z 


bi    c, 

b-2     C2 


Ui      Ol 

a-    Cj 


a.     bt 
üi     bt 
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Es  sind  also  X,  —  Y,  Z  proportional  zu  den  Determinanten,  die  sich 
ergeben  durch  die  Tilgung  der  l"",  2'«",  und  3^"  Colonne  der  Tafel 

«1     bi     Ci 

«2         ^2         Ci 

der  CoeflScienten  der  homogenen  Gleichungen . 

II.  Dreizeilige  Determinanten. 

5.  Determinante  von  neun  Elementen.  Der  Ausdruck 

R  =  aibiGi  +  liCtai  +  ^«2^3  —  c^ha-,  —  aiC»b,  —  ^ißsCs 
wird  folgendermassen  bezeichnet  : 
at     bi     Ci 

=  ^± aihcs  =={ail)^€s)=\  a,b,  cj, 


R  = 


tti    bi     Ci 

«5      J3      Cs 

und  heisst  üq Determinante  der  Elemente{ai,  bi,Ci),  («2,  &2,C2),  (^5,^3,63). 
Das  Glied  a,  i,  c,  ist  das  Eauptglied  von  R ;  die  mit  den  Strichen 
parallel  laufenden  Linien  der  Tafel  der  Elemente  heissen  senkrechte 
Linien  oder  Colonnen,  die  andern  horizontale  Linien  oder  Zeilen. 

Bildungsgesetz  von  R.  Man  setzt  in  Gedanken  oder  in  Wirklichkeit 
rechts  neben  die  dritte  Colonne  die  zwei  ersten,  oder  auch  unter  die 
dritte  Zeile  die  zwei  ersten  Zeilen  : 

öJi  bi  Ct      «i  bi         I  at  bi  Ci 
02  bi  Ca      02  bi  «2  bi  Ct 

A3  bi  Ci      dz  bi        1  öj  bi  Ci 
a\  bi  Ci 
«2  bi  Ci 
Man  berechnet  dann  die  sechs  Producte  der  drei  Elemente,  welche  auf 
Linien  liegen,  die  mit  den  zwei  Diagonalen  parallel  laufen,  ohne  sich  um 
die  kürzern  parallelen  Linien  von  zwei  oder  nur  einem  Elemente  zu 
kümmern.  Vor  das  Hauptglied  und  die  übrigen  Producte  der  von  oben 
links  nach  unten  rechts  laufenden  Linien  setzt  man  das  Zeichen  +,  vor 
die  andern  das  Zeichen  —  (Sarrus) . 
2  -1   1 


IV. 


4   6-3 
1    2    3 


2.6.3 +  (-1)  (-3).  1  +  1.4.2 
— 1.6.1  — 2(-3)2  — 3.4(-l) 


=  65. 
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V. 


VI. 


=  ahc  +  2fgh  —  af-  —  lg-  —  ch^. 


0    c    b 

0  -c    b 

ahc 

c    0    a 

=  2abc, 

-c  0  -a 

=  2«k, 

-ahm 

b    a    0 

b  -a    0 

-a   -b   c 

Aabc. 


Anmerkang.  Jedes  der  sechs  Glieder  einer  Deterroinante  von  neun 
Elementen  enthält  je  ein  Glied  aus  jeder  Colonne  und  jeder  Zeile. 
Uebungsaufgaben.  4.  Man  berechne  die  Determinanten 


5     7 

2 

3    4     1 

0    a     b 

0    a    ö  \ 

0    (Z    0 

6     1 

3 

, 

0    2    5 

1 

d    0     c 

a    0    b 

. 

b     0     c 

-1     5 

2 

0    1     6 

e    f    0 

a    b    ü 

0    d    0 

a    0 

b 

Q    a     b 

X    a    b 

CO     0     c 

a    b    c 

0    c 

Ü 

» 

-a    0     c 

-a    X    c 

, 

-1     X    b 

, 

b    c    a 

d    0 

e 

-*    -c    0 

\-b  -c    X 

0  -1     a 

c    a    b  \ 

5.  Man  gebe  folgenden  Polynomen  die  Form  von  Determinanten  : 

öji,  —  JiÖ2  +  «2*3  —  ^a^s  +<^öb^  —0,^3;      a^  -\-  b^  -\-  c^  —  Zabc ; 
abc  -\-  am-  +  bn*  +  cp- ;     ?p- g'  —  p*  —  pg-. 

6.  Zu  beweisen,  dass 

=  —  (<^/^  dt  ek)^,  wenn 


b^   f 
f  C 


=  0. 


h    b^   f 
9   f  c- 

G.  Beziehungen  2mische7i  den  Determinanteoi  von  vier  und  ron  neun 
Elementen.   Man  hat 


VI  X 

0  fl, 

0  02 

und  im  besondern 


y 

öl  ^1 

b, 

=  m 

= 

&2 

«2  bt 

wi  0  0 
z  a\  bi 
u    a^   bi 


«1  b^ 
ttt  bi 


1 

0    0 

z 

öl   6, 

u 

üi  b2 

1    a;  y 

0  a,  Ji 

0  fl2  b, 

für  willkürliche  Werte  von  x,y,z,u.  Man  kann  also  einer  Determi' 
nante  von  vier  Gliedern  die  Form  einer  Determinante  von  neun  Gliedern 
geben,  und  in  einzelnen  Fällen  auch  umgekehrt. 

Ersetzt  man,  wie   man  mitunter  zu  thun   pflegt,  die  willkürlichen 
Elemente  durch  Sternchen,  so  hat  man 


=  adf. 


a    ^    * 

d  ^ 

0    d   ^ 

=  a 

0/ 

0    0/ 

J 
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Sind  also  alle  zw  derselben  Seite  der  Diagonale  einer  Determinante  geh' 
genen  Elemente  =  0,  so  reduciert  sich  diese  Determina7ite  auf  ihr 
Eauptglied. 

Umgekehrt  lässt  sich  das  Product  adf  auch  unier  der  Form  einer 
neiingliedrigen  Determinante  darstellen : 


a     1'     * 

a     f-     >(■ 

Q    d     ^ 

== 

0    d    0 

0    0/ 

0     ^    / 

III.  Eigenschaften  der  Determinanten. 

I.  Erste  Eigenschaft.  Um  eine  Determinante  mit  m  zu  multipli- 
cieren  oder  durch  m  zu  dividieren,  multipliciert  man  die  Elemente  irgend 
einer  Zeile  oder  einer  Colonne  mit  m  oder  dividiert  dieselben  durch  m. 
Erster  Beweis  :  Man  prüfe  für  alle  Fälle  das  Resultat  dieser  Operationen. 
Zweiter  Beweis  :  Auf  diese  Weise  wird  jedes  Glied  der  Determinante 
mit  m  multipliciert  oder  durch  m  dividiert,  da  jedes  Glied  (N'  1  und 
2,  Anmerk  )  je  ein  und  nur  ein  Element  jeder  Colonne,  so  wie  jeder 
Zeile  als  Factor  enthält. 

Zusätze.  I.  Haben  alle  Elemente  einer  Colonne  oder  einer  Zeile 
einen  gemeinschaftlichen  Fact  r,  so  kann  man  sie  durch  deiiselben  divi- 
dieren unter  der  Bedingung,  dass  man  die  neue  Determinante  mit  diesem 
Factor  multipliciert. 

II.  Um  eine  Determinante  mit  (—1)  zu  multiplicieren  oder  durch 
( —  1)  zu  dividieren,  genügt  es  die  Zeichen  der  Elemente  einer  Colonne 
oder  einer  Zeile  zu  ändern. 

Beispiele  : 


VII. 


VIII. 


ßi      ^1      C\ 

mai  mbi  mci 


28 
12 

70 


bs 
18 

27 

15 


Co 

24 
12 

40 


1  +  maibiCz  -4-  mbidai  4-  mcsatbi  \ 
I  —  mc\h2a5  —  rnUiCtös  —  mbiüiCs 


=  2.3.4.2.3.5. 


=  2.3.4.2.3.5  (—13). 


Uebungsaufgaben.  1. 


R  = 


a, 

Ö3 


a, 

-bt 

•Ca 

b. 

«3 

-bs 

Zu  beweisen,  indem  man  eine  Colonne  und  eine  Zeile  durch  (—1)  multipliciert. 
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8.  Man  beweise  die  folgenden  Relationen 


bc    1    a 

1     a    fl' 

ca    1    b 

-= 

1    *     b* 

, 

ab    1    c 

1    c     c» 

9. 


a     i    e 

a      ß      y 

= 

ABC 

a,    -1  Ol 

b%    «1  -1  I  = 

0    Ä5  a-A 

1  1        1 

aJc  aßc     ah/ 
ABC 

a  ^/       c 


a.    -l/i,     0 

0  l/*5        Ö3 


8.  Zweite  Eigenschaft.  In  einer  Determinante  kann  man  die 
Colonnen  in  Zeilen  und  die  Zeilen  in  Colonnen  umändern.  Denn 

«I         «2         «3 

1+  ailiCt  +  Ö2&3C1  +  a^bxCi  \ 
—  a-J)iCi  —  Ä1O5C2  —  a<iO\C%] 

C,       Cj       Ci 

Anwendung.  Folgende  (sogenannte  hemisymmetrisehe)  Determinante 

0    c     h 
IX.  -c    0    a     ist  =  0, 

-l  -a    0 
denn  sie   verändert  ihren  Wert  nicht,    wenn  man    alle  ihre  Zeilen 
mit  ( —  1),  sie  selbst  also  mit  ( —  1)'  =  —  1  multipliciert. 

9.  Dritte  Eigenschaft.  Fine  Determinante  ändert  ihr  Zeichen,  wenn 
man  zwei  Colonnen  oder  zwei  Zeilen  mit  einander  vertauscht .  So  ist 

l  +  Cibo.az  -{-  iia2Cz  +  aiCih  i 

und  ebenso  für  jede  der  fünf  andern   möglichen  Vertauschungen  von 
Colonnen  oder  Zeilen. 

Zusatz.  Der  Wert  einer  Determinante  von  neun  Elementen  wird  nicht 
verändert,  wenn  man  zwei  Zeilen  und  zwei  Colonnen  mit  einander  ver- 
tauscht, oder  wenn  man  die  erste  Zeile  oder  die  erste  Colonne  als  die  letzte 
anschreibt,  was  auf  dasselbe  hinausläuft,  als  wenn  man  die  erste  mit  der 
zweiten  und  dann  diese  zweite  mit  der  letzten  vertauscht.  Dadurch  wird 
nämlich  das  Zeichen  zweimal  verändert,  d.  h.  keine  Veränderung  her- 
vorgebracht. Also 


R  = 


Ct 

Oi 

ai 

Ci 

h 

Ö2 

Cz 

h 

«3 

Ci 

h 

fls 

h, 

Ci 

ai 

b, 

Ci 

fl» 

Ci 

h. 

«» 

= 

b. 

C2 

di 

= 

bz 

Ci 

«3 

c, 

J, 

«1 

b. 

Ci 

di 

b, 

C) 

ßl 
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lO.  Vierte  Eigenschaft.  Eine  Determinante  ist  =  0,  wenn  sie  zwei 
gleiche  Zeilen  oder  Colonnen  enthält.  Erster  Betceis:  Man  prüfe  den 
Lehrsatz  für  alle  möglichen  Fälle,  Zweiter  Beweis  :  Es  sei  r  oder  R 
eine  Determinante  mit  zwei  gleichen  Zeilen  oder  Colonnen.  Durch  die 
Verwechslung  der  beiden  gleichen  Zeilen  oder  Colonnen  wird  die 
Determinante  in  Folge  der  zweiten  Eigenschaft  —  r  oder  —  R.  Ander- 
seits kann  die  Verwechslung  gleicher  Elemente  keine  Veränderung 
hervorbringen,  also  bleibt  ihr  Wert  r  oder  R.  Mithin  ist  r  =  —  r  oder 
R  =  —  R,  d.  h.  2r  =  0  oder  2R  =  0,  also  auch  r=  0  oder  R=0.  Also  : 
a\    hi    Ci 

—  Ctbidi  —  aiCibi  —  hittiCi 


ai 


Ci 


=  0. 


Diesen  Lehrsatz  kann  man  auch  in  folgender  Weise  ausdrücken  : 
Ersetzt  man  in  einer  Determinante  die  Elemente  einer  Zeile  oder  Colonne 
durch  die  entsprechenden  Elemente  einer  paralleleil  Linie ^  so  wird  die 
Determinante  =  0. 

Uebungsaufgabe.  10.  Die  erste  der  durch  die  Gleichungen 
\    X     y  0,    x  —  a,    y  —  b 

1    a;,    y,      =0,  1         Xi  y,        =0, 

1    a?s    ya  1         Xi  y^ 

bezeichneten  Geraden  geht  durch  die  Puncte,  deren  Coordinaten  (a?i,yi),  (a?»,  y») 
sind;  die  andere  geht  durch  den  Punct,  dessen  Coordinaten  (a,  b)  sind,  und  beide 
Linien  sind  paralleL 

Zusatz.  Eine  Determinante  ist  =  0,  wenn  die  Elemente  einer 
Zeile  oder  Colonne  den  mit  demselben  Factor  m  multiplicierten  Elementen 
einer  parallelen  Zeile  oder  Colonne  gleich  sind.  Wenn  man  nämlich  diese 
Determinante  durch  m,  dividiert,  indem  man  alle  Elemente  letzterer 
Zeile  oder  Colonne  durch  m  dividiert  (Erste  Eigenschaft),  so  erhält  man 
eine  Determinante,  die  =  0  ist,  weil  sie  zwei  gleiche  Zeilen  oder 
Colonnen  enthält.  So  ist 

5 


X. 


5     3    7 

15    9    21 

=  3 

3     1     1 

=  3.0  =  0. 


Uebungsaufgabe  iL  Ohne  Ausrechnung  zu  beweisen,  dass  ß  und  J  "Wurzeln 
folgender  Gleichung  sind  : 


0, 


1 

1 

1 

a 

X 

c 

b 

b 

X 
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IV.  Eigenschaften  der  Unterdeterminanten. 

1 1 .  Definition.  Der  Coefficient  eines  Elementes  in  einer  Determinante, 
oder  präciser,  Alles  zusammen,  womit  in  einer  Determinante  ein 
Element  multipliciert  ist,  heisst  die  zu  diesem  Elemente  gehörige 
Unterdeterminante  dieser  Determinante.  Die  Unterdeterminanten  von 


öl       ^1       Gl 

R    =        «2         $2        C2 

03       it       Cz 

in  Bezug  auf  die  neun  Elemente 

dt,  hi,  Ci,     a-2,  I2,  Ci.     a-.,  b:.,  c-,, 

werden  gewöhnlich  durch 

Ai,  B|,  Ci,     A2,  B2,  C2,     Ai,  B3,  C5 
bezeichnet. 


Man  findet 

leicht 

A.  =  + 

I2     C2 
b-,     Ct 

,     A,  =  - 

b. 

c, 

Ci 

,        A5=  + 

bi       Ci 

Sj    C2 

B,  =  - 

«2        C2 

a-o    Cs 

«3 

Ci 
Cs 

,     B.  =  - 

«1      Ci 

02        C2 

c.  =  + 

ttt    bi 
Ui     bi 

,         C2=- 

«3 

b, 

b. 

,    c,  =  + 

a,     bi 

ß2        bt 

Jede  dieser  Unter determinanten  ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  die 
Determinante  der  vier  Elemente,  welche  übrig  bleiben,  wenn  man  in  der 
Determinante  die  Zeile  und  die  Colonne  streicht^  welche  sich  vi  dem  dieser 
Unter determinante  entsprechenden  Elemente  kreuzen.  Den  Unlerdeter- 
minanten  B  2,  Ai,  C5,  Ci,  A:,  welche  den  Elementen  der  beiden  Diago- 
nalen entsprechen,  giebl  man  das  Vorzeichen  -}-,  den  andern  das  Zeichen — . 

Zusatz.  Die  Unterdeterminante  M  einer  Determinante  in  Bezug  auf 
das  Element  m  ist  also  ganz  unabhängig  von  allen  Elementen  der  Zeile 
und  der  Colonne,  denen  m  angehört  und  bleibt  deswegen  unverändert, 
wenn  man  die  Elemente  der  Zeile  und  Colonne  von  m  durch  andere  Zahlen 
ersetzt. 
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19.  Eigenschaften  der  Unterdeterminanten  von  R.  Dieselben  sind 
in  den  achtzehn  folgenden  Gleichungen  enthalten 

R  =  a,Ai  +  hiBi  -{-  c,C,,  R  =  a,Ai  -\~  «,^2  -{-«sAs, 
0  =  a2A,  -\-b2Bt  +C2C,,  0  =  JiA,  -hhk2  -\-  btA^z, 
0  =  aik,-\-biBi-\-CiGi.  0  =  c,A,  -\-  CoA^  +  CsA«, 
0  =  fl,A2  +  JiB2  +  c,Co,  0  =  «,B,  -f  Ö2B2 -f  «365, 
R  =  floAj  -j-  ^262  +  c.C,,  R  =  J,B,  -1-  biB.  -f  ftsBs, 
0  =  asAj  -f  J3B2  +  C3C2.  0  =  c.B,  -|-  C2B2  +  CjBs. 
O^ß.Aj+i.Bs  +  c.Cs,     0  =  a,C,  +Ö2CS  +«503, 

0  =  fl2A3  -j-  ^2^5  +  C2C3,         0  =    *,C,    -j-  biCi   +  J5C5, 

R  =  ßsAs  +  ^sBs  +  Cid.     R  =  c.C,  H-  C2C2  +  cd. 

Die  Richtigkeit  dieser  Gleichungen  ergäbe  sich  leicht  aus  der  directen 
Berechnung.  Aber  auch  ohne  Berechnung  lässt  sich  dieselbe  leicht 
beweisen. 

Erste  Eigenschaft.  Die  Determinante  R  ist  die  Summe  der  Producte 
jedes  Elementes  irgend  einer  Zeile  oder  Colonne  mit  der  zu  ihm  gehörigen 
Unter determmante.  Es  sei  zu  beweisen,  dass 

R  =  a,A,  -j-iiB,  -j-c,C,. 

Nach  der  Definition  der  Unterdeterminanten  ist  ttiKi  die  algebraische 
Summe  aller  Glieder  der  Determinante  R,  welche  das  Element  Ut,  djBi 
aller,  welche  das  Element  b^,  und  c,Ci  aller,  welche  das  Element  Ci 
enthalten.  Also  ist  1"  jedes  Glied  der  Determinante  in  jener  Summe 
enthalten,  denn  jedes  Glied  enthält  ein  Element  der  ersten  Zeile,  also 
entweder  «i  oder  bi  oder  Ci  ;  und  2°  ist  kein  Glied  zweimal  darin  ent- 
halten, denn  kein  Glied  enthält  zwei  Elemente  der  ersten  Zeile,  also 
nicht  zugleich  ai  und  bi  oder  «i  und  Ci  oder  &,  und  Ci.  Um  zu  beweisen, 
dass  R  =  ÄiAi  4-  «2A2  -j-  «sAs,  würde  man  sich  darauf  stützen,  dass 
jedes  Glied  der  Determinante  ein  und  7iur  ein  Element  der  ersten 
Colonne  («,^203)  enthält. 

Zweite  Eigenschaft.  Die  Summe  der  Producte  jedes  Elementes 
irgend  einer  Linie  {Zeile  oder  Golomie)  mit  der  ünterdeterminante,  welche 
zu  dem  entsprechenden  Eleme?ite  einer  parallelen  Linie  gehört,  ist  gleich 
Null. 

Es  sei  zu  beweisen,  dass 

Ersetzen  wir  in  der  Determinante  R  die  Elemente  «,,  ^^i,  C,  der  erstell 
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Zeile  durch  die  der  dritten  a-obsCs,  so  erleiden  dadurch  die  Unterdetermi- 
nanten in  Bezug  auf  die  Elemente  der  ersten  Zeile  keine  Veränderung 
(N'  11 ,  Zusatz)  und  bleiben  Ai ,  B| ,  Ci .  Die  neue  Determinante  R'  ist  also, 
wie  wir  eben  bewiesen  haben, 

R'  =  a5A,-f  JsB,  -[-CsC 

Diese  Determinante  ist  aber  =  0,  weil  ihre  erste  Zeile  der  dritten  gleich 
ist  (Eigensch.  IV).  Also 

ösA,  +  b,Bi  -\-  C;C,  =  0. 
Um  zu  beweisen,  dass 

J,Ai  -h  ^jAo  4-  JsAs  =  0, 

würde  man  sich  in  ähnlicher  Weise  auf  den  Lehrsatz  berufen,  dass  eine 
Determinante  mit  zwei  gleichen  Colonnen  =  0  ist. 

V.  System  von  drei  linearen  Gleichungen. 

13.  Elimination  zweier  Unbekannten  aus  drei  linearen  Gleichungen. 
Allgemeiner  Fall:  Eine  der  drei  Determinanten  der  Coefficienten  der 
Unhekantiteji  ist  nicht  7iull. 

Es  seien  die  drei  linearen  Gleichungen  zwischen  zwei  Unbekannten 

fliflj-j- J«y  =  Ci     oder     axX  -\- biy  —  C\=0,  (1) 

atX-\-h7y  =  Ci     oder     a2X-\-h,y  —  Cs  =  0,  (2) 

a:,x  -]-  l-jj  =  Cs     oder    a^x  -|-  b-^y  —  Cj  =  0.  (3) 

Wir  setzen  R  =  \a,  b,  c\  und  bezeichnen  mit  Ai,  Bi,  ...,  Cs  die  Unter- 
deterrainanten  von  R.  Auch  setzen  wir  voraus,  eine  der  Unterdeter- 
rainanten  Ci,  Cj,  C:,  zum  Beispiel  C-,  =  «i^:;  —  atb,  sei  von  Null  ver- 
schieden, was  uns  gestattet  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  nach  a;  und  y 
aufzulösen. 

Gemäss  N'  3  geben  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  bestimmten  Werte 

^  =  -c:'    ^  =  -Cs' 

Suchen  wir  nun,  in  welchem  Falle  diese  Werte  auch  der  Gleichung  (3) 
entsprechen,  oder  in  andern  Worten,  wenn  (3)  mit  (1)  und  (2)  compatibel 
ist.  Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  (1)  mit  Ci ,  (2)  mit  d,  (3)  mit  C:  raul- 
tiplicieren  und  die  Resultate  addieren.  Wir  finden  : 
C, {aix  -+-  biy  —  Ci)  -|-  Ca (a2X  -f-  biy—Ci)-\- C» [ttiX  -\-bzy —  Cs)  =0,  (4) 
d.  h.  gemäss  den  Eigenschaften  der  Unterdeterminanten 

C,Ci  +  CiCs-}-C,C;     oder    R  =  0.  (4') 
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Die  Gleichungen  (1),  (2).  (3)  führen  also  zu  (4)  oder  (4'),  welches 
folglich  eine  notwendige  Büdingüug  der  CompsLÜhiVwäii  von  (3)  mit  (1), 
(2)  ist.  Diese  Bddinu'ung  ist  ebenfalls  eine  hinreichende,  weil  sich  (3) 
von  (1),  (2)  ableiten  lässt,  wenn  diese  Bedingung  (4')  oder  (4)  erfüllt  ist. 

Die  Determinante  R  heisst  die  Eliminante,  und  R  =  0  die  Resnliante 
des  Systems  der  Gleichungen  (l),(2).(3),so  wie  des  äquivalenten  Systems 
homogener  linearen  Gleichungen 

a,X-|-^>,Y+c,Z  =  0,fl,X4-fi,Y4-c,Z=0,a5X-|-53Y+C5Z=0,(l',2',3') 
welches  sich  ergiebt,  wenn  wir  (1),  (2),  (3)  mit  einer  beliebigen  Zahl  Z, 
die  nicht  Null  ist,  multiplicieren  und  setzen 

a;Z-|-X=0,     yZ+Y=0. 

Nach  Obigem  ist  also  die  Blimirnnte  von  drei  linearen  Gleichungen 
(1),  (2),  (3)  die  Determinante  der  Copßoienten  der  Unbelinnten  und  der 
vollstäadig  bekannten  Elemente,  oder,  wenn  die  Gleichungen  in  der 
Form  h)mo'jeney  Gleichungen  (1',)  [2,'),  (3)  dargestellt  sind,  der  Coeß- 
cientsn  der  Unbekannten.  Die  Resultante  erhält  man,  wenn  man  die 
Eliminanle  gleich  Null  setzt. 

Aamerkaag.  Den  Resultaten,  zu  welchen  wir  gelangt  sind,  wenn 
R  =  0,  köQQen  wir  eine  andere  Form  geben.  Da  R  =  0,  ergiebt  sich 
gemäss  den  Eigenschaften  der  Unterdeterminanten  : 
aiCi4-ÄiC2  -}-Ä5C3=0,  J.C, 4-^202-1-5503=0,  CiC,-l-CjC,4-C5C3=0, 
oder,  wenn  wir  durch  Cj  dividieren  und  dann  setzen 

C,  C2 

as  =  'mai-\-na2,    bz  =  mbi-{-nb2,    Cs  =  mci  -{-nct.  (5) 

Ebenso  ergiebt  sich  aus  der  Relation  (4)  durch  Division  und  Transpo- 
sition : 

azX-{-bzi/  —  Cs  =  m  {dix -\-  b^y  —  c)  -\-  n  {aix  -\-  biy  —  C2).    (4") 
Gemäss  (4")   müssen  die  Werte,   welche  (1)  und    (2)   entsprechen, 
ebenfalls  (3)  entsprechen. 

Umgck-ihrt  lässi  sich  von  den  Relationen  (5)  leicht  (1")  ableiten;  man 
sieht  auch,  dass  R  =  0,  gemäss  diesen  Relaiionen  (5),  wenn  man  die 
erste  Zeile  von  R  mit  m,  die  zweite  mit  n  multipliciert  und  dann  beide 
von  der  dritten  subtrahiert. 

Boispiel.  XI.  Die  Gleichung  einer  geraden  Liaie,  welche  durch 
die  zwei  Puncte  (a?i,  yi),  {X2,  yt)  geht,  hat  die  Form 

mx  -{-  ny  =^  f. 
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Mithin  haben  wir 

mx,  -\-  ny\  =p,     mxi  -\-  nijt  =  p. 
Durch  Elimination  von  m,  n,  p  aus  diesen  drei  Relationen  ergiebt  sich 

X    y     l 
a?i   y.    1     =  0. 
X2  yi   1 

Uebungsaufgabe.  12.  Die  Gleichung  eines  Kreises  suchen,  der  durch  drei  Punete 
(a?,,  yi),  (Xt,  Vi),  [Xi,  yz)  bestimmt  wird. 

14.  Auflösung  von  drei  linearen  Gleichungen.  Allgemeiner  Fall  : 
die  Determinanle  der  Coeßcienien  der  ünlekannien  ist  nicht  =  0.  Es 
seien  die  Gleichungen 

axX-\-  b,g  -\-CxZ  =  dij 

ütx -\- l2g -^  C2Z  ^=  di,  (1) 

ttiX  -\-  liy  -\-  Czi  ==  dl , 
gegeben.  Da 

R  =  a,  A.,  +  ß.As  -f  a,k,  =  5,B,  +  h-B,  +  JöB:  =  c.C,  +  c.C,  4-  c-.Gs 

nicht  =  0,  so  sind  weder  Ai,  A2,  A;,  noch  Bi,  B^,  B:,  noch  Ci.  C2,  C5 
zugleich  =  0.  Multiplicieren  wir  diese  Gleichungen  respective  mit  Ai,  A2 
und  A3,  dann  ebenfalls  mit  Bi,  B2,  B:  und  schliesslich  mit  Ci,  C2,  C3,  und 
addieren  wir  sie  jedesmal,  so  erhalten  wir  gemäss  den  Eigenschaften  der 
Unterdeterminanten : 

(fliAi  -{- a2A~i -{- ask$)  x  =  «fiAi  -\-dik2,  -{-  diki, 
(J,B,  +  ^262  4-  M»)  y  =  ^'ß'  +  <^iß*  +  ^^^i, 
(c,C,  4-  CjC,  4-  C5C5)  z  =  diCi  +  d,C2  +  d,C(, 

woraus  wir  herleiten 


=  etc.,  z  =  etc.    (2) 


Der  Nenner  von  x,  y,  i  ist  die  Determiiiante,  deren  Elemente  die 
Coeßcienien  der  Gleichungen  sind;  ersetzt  man  in  dieser  Determinante  die 
Coeßcienien  von  x  in  den  verschiedenen  Gleichungen  durch  die  zweiten 
Glieder  dieser  Gleichungen,  so  erhält  man  den  Zähler  von  x,  und  in 
ähnlicher  Weise  findet  man  die  Zähler  von  y  und  von  z. 

Zur  Probe,  ob  die  Werte  (2)  den  Gleichungen  (1)  entsprechen,  wollen 


dl 

hl     Ci 

dt 

I2      Ci 

d\k\  +  (Z2A2  +  dzkz 

d. 

hs    C3 

X  —                                 — 
ÄiAi  4-  <^2A2  +  a5A3 

ai 

ii     c, 

tti 

b»     Ci 

at 

It      Ci 
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wir  sie  z.  B.  in  der  ersten  Gleichung  den  Unbekannten  substituieren. 
Diese  wird  dann 

a,{d,k,-\-d,Ai-{-dski)-{-i^{d,B,-{-d2B2-{-d,B,)+c,{drC^-\-d,C2-]-diC,)  _ 

R  ~" 

oder,  indem  wir  den  Zähler  nach  dt,  di,  d-,  ordnen, 
(fi(a,Ai-|-^iB,4-c,Ci)-{-i2(g.A2+^.B2+giC2)4-i5(g.A5-|-^,B3+c.C»)  _ 


R 


=  (?. 


oder,  gemäss  den  Eigenschaften  der  Unter determinanten^  d^=d^. 
Ebenso  findet  man  durch  Substitution  der  Werte  (2)  in  der  zweiten  und 
dritten  Gleichung  []):  d2  =  d-i,  d-^  =  d-^.  Wie  also  jedes  System  von 
Auflösungen,  das  den  Gleichungen  (1)  entspricht,  auch  den  Gleichungen 
(2)  genügt,  so  ist  auch  das  Umgekehrte  der  Fall.  Mithin  sind  die 
Werte  (2)  Auflösungen  von(l)  und  zwar  die  einzigen. 

Beispiel  XII.  Die  Gleichungen 

a?  +  % -f  32  =  14,     3x-\-y-\-2z  =  n,     2a> -{- 37/ -{- z  =  II 
geben  unmittelbar 

14 


a;  = 


14 
11 
11 


2  3 
1     2 

3  1 


2  3 
1     2 

3  1 


=  l,y=- 


11 
11 


=  2,  z- 


14 
11 
11 


=  3. 


üebungsaufgaben.  13.  Auflösung  der  Gleichungen 
5a?_3y  +  22  =  3,         3^7  +  122^  +  52+43  =  0,    (h-\-e)x- a(y -\-%)  =b  —  c, 
4/p  +  5jr  — 32=21,        4aj  — 17y  +  22  —23=0,    (c  +  «)  y  —  i  (z +  aj)  =c  —  fl, 
5a;_2y  — 32=  — 12;   5a;  — 3y  -102  +  76  =  0;    (a+ J)  « -c  («  +  y)  =  «  -  i. 

14.  Auflösung  der  Gleichungen 

oLX-\-y  -\-i  =  ni,    X  +  x]f  -\-  i  =  n,    x -\- y  ■\-  a.i  =  p. 

Besondere  Fälle  :1«  k  =  0;2»«=— 1. 

15.  Auflösung  der  Gleichungen 

a;+  y+«=l»  u-\-  di^  ■\-  a-tv  =  a', 
ax  -\- by  -\-  M  =^  H,  «  +  Jp  +  b^tp  =  J*, 
ö-a>  +  ft*y  +  c*z=;>;       u -\- cv  +  c^tv  =  c\ 

15.  Homogene  Qleichungen.  1°  Mit  drei  Unbekannten.  Ist 

d\=di  =  d-:.  =  0, 

d.  h.  sind  die  drei  Gleichungen  homogen,  so  ist  x  =  0,  y  ==  0,  2  =  0 
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die  einzige  Auflösung  in  unserm  Falle,  -wo  \  a,  b,  c  \  verachieden  von 
Null  ist. 

2°  Afil  vier  Unhekannten.  Wir  setzen  Ua;  -|-  X  =  0.  Uy  +  Y  =  0, 
U^-h  Z  =  0,  wo  U  eine  beliebige  von  Null  verschiedene  Zahl  bezeichnet. 
Muhiplicieren  wir  die  Gleichungen  (1)  mit  U,  so  stellen  diese  sich  dar 
in  der  Form  der  homogenen  Gleichungen 

a.X  +  Ä,Y  +  c,Z  +  rf,U  =0, 

ßsX  +  hY  4-  C5Z  +  d-JJ  =  0. 

Nach  einigen  Transformationen  ergiebt  sich  an  Stelle  der  Gleichun- 
gen (2): 


—  Y 


U 


*. 

c, 

d,  1 

a. 

c, 

d, 

tti 

*. 

d, 

üi 

&. 

Ci 

b. 

Ci 

d2 

«2 

C2 

d. 

üi 

h 

d. 

at 

b. 

Ci 

h 

Cs 

ds  1 

ÜZ 

Ci 

ds 

at 

bi 

di 

03 

bs 

Cs 

Folglich  sind  X,  —  Y,  Z,  — U  proportional  den  Determinanten,  die 
sich  ergeben,  wenn  man  die  V',  2'«,  3'«  »-der  4'»  Colonne  der  Tafel 

01  bi     Ci     dl 

02  bo    C2     di 
Us     b-,     Co     ds 

der  Coefficienten  der  homogenen  Gleichungen  streicht. 


VI.  Princip  der  Addition  der  Linien. 

IG.  Püafte  Eigenschaft.  Man  \an71  zw  den  Elementen  einer  Linie 
{Zeile  oder  Colonne)  einer  Determinante  die  mit  einer  beliebigen  Zahl 
multtplicierlen  Elemente  einer  oder  zweier  parallelen  Linien  {Zeilen  oder 
Colonnen)  hinzufügen,  ohne  den  Wert  der  Determinante  zu  ändern. 


Also; 


a\  -\-  n>h\  — «<•,,  b\.  C\ 
ai-\-mbi  —  nci,  bi.  c» 
Ai  4"  »W&5  —  nci,  bs,  Ci 


=  R  = 


«1 

b, 

Ci 

a« 

bi 

Ci 

as 

bs 

Ci 
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Beweis.  Die  erste  Determinante  ist  gleich 

(«1  -{-  mbi  —  nct)  A)  -{-  (a^  +  ^«^«  —  ^^2)  Aj  +  (ös  +  *^^j  —  w<'s'>  A.'- 
Diese  Summe  besteht  aus  drei  Teilen,  näralich  aus 

<ZiAi  -\-a2^~i  +  Ö5A5, 
welche  gemäss  der  ersten  Eigenschaft  der  Unterdeterminanteu  gleich 
ist  R,  und  aus  den  beiden  Teilen 

m  {b,A.i  +  b2^2  +  J3A5),  —  n  (CiAi  -\-  C2A2  +  Cs  A5). 
■welche  gemäss  der  zweiten  Eigenschaft  der  Unterdeterrainanten  gleich 
Null  sind. 

Dieser  Lehrsatz  ist  von  grosser  Bedeutung  in  der  Determinanten- 
rechnung. 

Beispiele.  1° 

13     17       4  I         114  10     0         ,00 

XIII.    28     33      8  1=    4     1     8    =    4  -3    -8    =  I       "    j  =  -  19. 
40     54     13  I         1     2  13  119         '  ' 

Die  zweite  Determinante  ergiebt  sich  aus  der  ersten,  indem  man  von 
jedem  Elemente  der  ersten  Colonne  das  Dreifache  und  von  jedem  der 
zweiten  das  Vierfache  der  letzten  abzieht.  Die  dritte  Determinante 
leitet  sich  aus  der  zweiten  her,  indem  man  die  Elemente  der  ersten 
Colonne  von  denen  der  zweiten,  und  das  Vierfache  der  Elemente  der 
ersten  von  denen  der  dritten  subtrahiert.  Die  weitere  Berechnung 
ergiebt  sich  aus  Nr.  6. 

2°  Indem  man  die  erste  Zeile  von  den  folgenden  subtrahiert  und  dann 
setzt  m  =  {b  —  a)  (c  —  a),  findet  man 


XIV. 


m 


1 

0 
0 


¥^ab-\-a^ 
c*  -\-ac  4-  c' 


b-' -^  ah -{- a'' 


b  —  a){c  —  a)  {c  —  b)  {a  -^  b  +  c). 


Man  kann  diese  Gleichung  auch  dadurch  ableiten,  dass  man  die  mit 
aoder  a'  multiplicierte  erste  Colonne  vonden  folgenden  Colonnen  abzieht. 
Anmerkung.  Das  Additionsprincip  kann  dazu  dienen,  einer  z^seizei- 
ligen  Determinante  die  Form  einer  einfachem  dreizeiligen  zu  geben.  So 
ist  (Vgl.  Ueb.  10  und  Beispiel  XI,  N'  13) 


XV. 


Xx  —  X 
Xi  —  X 


y^  -  y 
2/2  -y 


0 

Xx—    X 
Xi  —  X 


0 

v^ 

y 

= 

y^ 

y 

\  X  y 
1  Xi  yx 
1     Xi  iii 
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üebungsaufgabtn. 


16. 


n. 


18. 


«1  +  »t  +  M      *,  +  >w  -f  N 

1 

Ci    b,     1 

Ol  +  «  -h  M      *,  -f  n  4-  N 

1 

= 

öj    *,    1 

1                        1 

0 

1     1     0 

a  —  b      m~  n      x  —  y 

X 

a      i-f  c 

b  —  c       n  —  p      y  —  z     =0; 
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19.  ff j  +  ffi  —  ffj  ij  +  b,  —  bt      Cs  ■\-  Ct  —  c,    =4 

ffl   +  fl»  —   «3  *1   +   *»    —    *5  C,    -f  <r,   —  Cs 

20.  ar,  +  »y,  4-  ;r,  ar,  +  »>,  —  jz,  Xt  —  iy,  -  jZt  |  Ix^yt 
^1  +  »y»  +  y^»  ^s  +  «>s  —  Jti  ^i  —  iy*  —  jZi  U=  —  4i>  I  a;.  y% 
coi  +  iyz  +  y^3  a^s  +  «>3  —  i^ö    a'3  —  »^3  —  ;■  23  I  1  a^s    ys 

21.  Man  berechne  ^,  j,  r,  s  und  beweise,  dass  l'  =  P  {r  -{-  *) y  wenn 


I  1    a    ö* 

p  =  I  1     6     h* 

\\    c     c* 


11    fl    ff» 

q=\\     b      h^ 

1    c     c* 


1     a    a* 
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1      C      C* 


1     b^ 
1     c» 


KAPITEL  I. 

DEFINITION  UND  FUNDAMENTAL-EIGENSCHAFTEN 
DER  DETERMINANTEN. 


I.    Ueber  die  Permutationen  von  Elementen  mit  einem 

Index. 

1.  Inversionen.  Unter  allen  Permutationen  einer  bestimmten  Anzahl 
von  Elementen 

(1,  2,  3,  4,)    («I,  ai,  A3,  at)     oder     {a,  b,  c,  d), 
befindet  sich  eine  einzige,  nämlich  : 

1234,    ßi^affsÖA,    alcd, 
in  welcher  die  Elemente  in  natürlicher  Reihenfolge  stehen.  In  allen 
anderen,  z.B.  in 

4231,     a^aiüiai    dlca,  (1) 

kommen  die  Elemente  in  verstellter  Ordnung  vor. 

Man  nennt  Inversion  oder  Transmutation  (derangement)  die  Combina- 
tion  (Reihenfolge)  zweier  Elemente  einer  Permutation,  von  welchen 
dasjenige,  welches  nach  der  natürlichen  oder  alphabetischen  Ordnung  auf 
das  andere  folgt,  in  dieser  Permutation  ihm  vorangeht.  Hiernach  enthal- 
ten die  Permutationen  (I)  fünf  Inversionen,  nämlich  : 
[42,  43,  41,  21,  31],    [a^a2,  aitts,  a4«i,  «jfli  ßsßi],    [dh,  de,  da,  la,  ca]. 

Uebungsauf gaben.  1.  Man  leite  aus  der  Permutation  12345,  in  welcher  die 
Elemente  in  natürlicher  Reihenfolge  stehen,  irgend  eine  andere  Permutation  52143 
ab,  durch  eine  Anzahl  von  Vertauschungen  der  Elemente,  welche  gleich  der 
Anzahl  der  Inversionen  in  dieser  Permutation  ist  (Auf  zwei  verschiedene  Arten). 

2.  Man  kann  aus  irgend  einer  Permutation  durch  höchstens (« —  1 )  Vertauschun- 
gen der  Elemente  eine  Permutation  von  «  Elementen  herleiten. 

3.  Eine  Permutation  von  n  Elementen  und  die  umgekehrte  Permutation  enthal- 
ten I  « («  —  1)  Inversionen.  Die  P„  :=  1.  2.  3...  n  Permutationen  von  n  Elementen 
enthalten  ^n  (n—  1)  P„  Inversionen  (Fontebasso). 

**4.  Wenn  r,  r^ ...  r,„^,  k^ ...  k„  _  „,  eine  Permutation  von  1,2,3  ...  «  ist,  welche 
«  +  iS4-y  Inversionen  entliält,  von  denen  «  in  r,  fj...r,„,  ß  in  ^i  Ä^ ...  ä„_bi, 
vorkommen,  so  ändert  sich  •/  nicht,  wenn  man  r,  r, ...  r,„  in  die  natürliche  Ord- 
nung stellt,  und  ist  gleich  (r,  —  1)  -f  (r^  —  i;)  -f  ...  -f  (r„  —  m)  (Trudij. 
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t.  Gerade  und  ungerade  Permutationen.  Cramer  teilte  die  Permu- 
tationen in  zwei  Classen  :  in  gerade  Peimulatioren,  velc he  eine  gerade 
Anzahl  von  Inversionen  enthalten,  wie  1234,  4321;  und  in  urgerade 
Periiiutationen,  welche  eine  ungerade  Anzuhl  von  Inversionen  enthal- 
ten, wie  4231,  4123. 

Es  ist  möglich  die  Permutationen  von  Elementen  wie  m,  7, 7^,,  S  in 
zwei  Classen  zu  teilen,  wenn  man 

m  =  a\,     7  =  02,     U\  =  ai,    S  =  a4. 
setzt. 

Die  Differenz  zwischen  der  Anzahl  der  Inversionen  zweier  Perrauta- 
tionen  ist  gerade  oder  ungerade,  je  nachdem  sie  zu  derselben  Classe 
gehören  oder  nicht. 

3.  Lehrsatz  von  Cramer  und  B^zout.  Ei7ie  Pcrmntation  ändert  ihre 
Classe.  wenn  man  S7vei  Elemente  {oder  2icei  Indices)  tertanscht. 

Erster  Fall.  Vertauschung  ton  zwei  öenachbarlen  Elementen  ai,  dk,  wo 
i<Ch.  Bezeichnen  wir  die  Gruppe  der  vor  ö,  und  ak  stehenden  Elemente 
mit  M,  die  Gruppe  der  dahinterstehenden  mit  N,  so  enthält  die  Permu- 
tation 

Mß*a<N, 

eine  Inversion  mehr  als  die  Permutation 

nämlich  ßiß,  weil  i<^k  angenommen  ist;  folglich  gehören  diese  Per- 
mu»ationen  zu  verschiedenen  Classen. 

Zweiter  Fall.  Vertauschung  zweier  beliebigen  Elemente.  Bezeichnen 
wir  die  aus  m  Elementen  bestehende  Gruppe  zwischen  üi  und  Ok  mit  I, 
so  leitet  man  aus 

Ma.IßiN  (1) 

die  Permutation 

MIßifltN,  (2) 

durch  m  Vertauschungen  benachbarter  Elemente  ab,  indem  man  succes- 
sive  a,  weiter  rückt,  bis  das  letzte  Element  von  I  vor  a,  zu  stehen 
kommt.  Aus  (2)  lolgt 

MlakttiN,  (3) 

durch  eine  einzige  Vertauschung  zweier  benachbarter  Elemente,  näm- 
lich üi  und  ttk.  Wenn  man  endlich  in  (3)  fl»  vor  die  m  Elemente  der 
Gruppe  I  setzt,  so  erhält  man 

MflJa^N,  (4) 
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mittelst  w  Vertauschungen  benachbarter  Elemente.  Man  gelangt  also 
durch  (2w?  +  1)  Vertauschurgen  benachbarter  Elemente  von  der  Per- 
mutation (1)  zur  Pi  rniutation  (4),  welche  sich  nur  durch  die  Vertau- 
schung der  Elemente  ß,-  und  ük  von  (1)  unterscheidet,  was  mit  (2m  +  1) 
oder  mit  einer  einzigen  Classenvertauschung  gleichbedeutend  ist.  Damit 
ist  der  Lehrsatz  bewiesen.  Man  bemerke,  dass  der  Unterschied  zwischen 
der  Anzahl  der  Inversionen  in  den  Permutationen  (1)  und  (4)  ungerade 
ist  (N'2). 

Man  kann  auch  den  Lehrsatz  von  Gramer  und  Bezout  für  den  zweiten 
Fall  direct  beweisen  (Baltzer,  Determinanten,  §  ],  J\'"  2  und  4). 

Beispiel.  Die  mit  I  und  II  bezeit  hneten  Permutationen  des  folgenden 
Schemas  gehören  zu  verschiedenen  Classen  : 


I 

1234, 

abcdi 

mlUiS 

II 

4231, 

aide 

ml^Ui 

I 

4321. 

adle 

mSlui 

II 

4123, 

dulc 

Smlui 

Uelungsavfgnhen,  5.  1"  Zwei  Permutationen  von  n  Elementen,  in  welchen 
(n  —  2)  Elemente  dieselbe  Stelle  einnehmen  und  sich  nur  nnterschei(ien  durch 
Vertauschun^  der  zwei  andern,  sind  von  verschiedenen  Classen.  2"  Streicht  man 
die  zwei  letzten  Elemente  der  X„  ver«chiedenen  geraden  i'ermutationen  von  « 
Elementen,  so  werden  die  X„  übrigbliebenden  Ccmbinationen  von  («  —  2)  Buch- 
staben oder  Ziffern  von  einander  verschieden  sein.  Ü°  Von  den  X„  verschiedenen 
geraden  Permutationen  kann  man  durch  die  Vertauschun^f  der  zwei  letzten  Ele- 
mente Xn  vers.'hiedene  ungeraden  Permutationen  ableiten;  und  umgekehrt. 
4°  Die  Zahl  X„  der  Permutationen   ist  also  lür  jede  der  beiiien  Classen  dieselbe. 

**  6.  Streicht  man  ein  Element  einer  Permutation,  so  wird  die  neue  Permuta- 
tion von  d-rselben  oder  der  andern  Klasse  sein  als  die  erste  Permutation  je  nach- 
dem die  Summe  der  Ziffern  des  Index  dieses  Elements  und  seines  Ranges  in  der 
ersten  Permutation  gerade  oder  ungerade  war. 

4.  Cyclische  Vertauschungen.  «  Das  Rrgebniss  der  Vertauschung  der 
Elemente  einer  Permutation  wird  c^cZzscA  genannt,  wenn  jedes  Element 
durch  das  folgende,  das  letzte  Element  durch  da-;  erste  ersetzt  wird  » 
(Baltzer).  Demnach  ist  43125  eine  cjclische  Perrautation  von  54312. 

Um  eine  cjclische  Vertauschung  von  n  Elementen  zu  bewerkstelligen, 
genügt  es,  das  erste  Element  auf  die  (« —  1)  anderen  folgen  zu  lassen 
d.  h.  {n  —  1)  Veriaiischungen  benachbarter  Elemente  auszulühren.  Die 
ursptüagliche  Permuiation,  und  diejenige,  welche  man  durch  eine 
cjciische  Vertauschung  daraus  ableitet,  gehören  also  zu  derselben  oder 
zu  verschiedenen  Classen,  je  nachdem  {n  —  1)  gerade  oder  ungerade  ist. 
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Demnach    gehören    54312    und    43125    zu    derselben    Classe,    denn 

w— 1=4. 

*Au8  einer  gregebenen  Permutation  von  n  Elementen (7254381 69) kann 
man  irgend  eine  andere(293874156)herleiten,  indem  man  cjclische  Ver- 
tauschuDgen  an  p  Gruppen  (Cyclen)  von  benachbarten  oder  nicht  benach- 
barten Elementen  (726953,48,1)  vornimmt.  Die  ursprüngliche  und  die 
daraus  abgeleitete  Permutation  gehören  zu  derselben  oder  zu  verschiede- 
nen Classen,  je  nachdem  {n  — p)  gerade  oder  ungerade  ist  (^Baltzer,  §  1, 
5).  Denn  es  seien  %i,  W2,  Ws,  •..,  w^  die  Zahlen  der  Elemente  eines  jeden 
derp  Cjelen,  so  dass  ä  ^=  Wi  +  w-  -|-  •  n,,.  Die  zweite  Permutation  wird 
von  der  ersten  abgeleitet  durch  (m,  —  1)  +  (tu  —  1)  +  (W:  —  1)  +  •  • 
-\-{np  —  \)  =  n — p  Vertauschungen  von  je  zwei  Elementen,  ob  es 
benachbarte  seien  oder  nicht. 

üebungsaufgahen.  *7.  Zwei  Permutationen  sind  von  derselben  Classe  oder 
nicht,  je  nachdem  die  Zalil  der  Cyclen,  durch  welche  man  sie  von  einer  andern 
Permutation  abgeleitet  hat  gerade  oder  ungerade  ist. 

*S.  Die  cyclische  Vertauschung  von  «,  a* ...  ß»,  welche  mitöp^,  anfängt,  enthält 
p{n  —  p)  Inversionen.  Die  Gesamtzahl  der  in  den  n  cyclischen  Vertauschungen 
von«,  «s  •••ff»  enthaltenen  Inversionen  beträgt  i(w — 1)  n(w-(-l).  (Fontebasso). 

IL  Ueber  die  Permutationen  von  Elementen  mit 
zwei  Indices. 

5.  Permutationen  von  n"^  Elementen,  oder  Per7nutatio7ien  von  Ele- 
menten mit  zwei  Indices.  So  nennt  man  alle  die  verschiedenen  Producta, 
welche  dadurch  gebildet  werden  können,  dass  man  ein  Element  in  joder 
Zeile  und  in  jeder  Colonne  der  %-  in  Quadratform  geordneten  Elemente 
der  folgenden  Tafel  nimmt : 

a  b  c  ... 

h  k  l  ... 

p  q  r  ... 

dnX     a„2     ...     dnn  ....  .... 

Die  Grundpermutation  ist  das  Product 

«iiÄjs  ...  dnn,     a,biCt..-,     akr.... 
der  atif  derjenigen  Diagonale  de.s  Quadrats  stehenden  Elemente,  welche 
das  erste  Element  mit  dem  letzten  verbindet. 

In  der  ersten  Tafel  ist  jede  Zeile  durch  einen  der  ersten  Indices 
1,2,  ...  n  charakterisiert,  jede  Colonne  durch  einen  der  zweiten.  In  der 


au 

a,2  . 

.  ai„ 

ßi    Ol    Ci 

«21 

«2i     . 

..     ß2n 

dl  h:  Ci 

. 

ßs  h$  Ci 
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zweiten  Tafel  stehen  Buchstaben  anstatt  der  zweiten  Indices.  Man  kann 
die  Perrautationen  der  durch  Buchstaben  unterschiedenen  Elemente,  wie 
in  der  dritten  Tafel,  nur  dadurch  bilden,  dass  man  in  Gedanken  anstatt 
derselben  analoge  Elemente  der  ersten  oder  zweiten  Tafel  setzt. 

6.  Lehrsatz.  Die  Permuiationen  ton  n^  Elementen  Heilen  dieselben, 
wenn  man  zwei  Zeilen  oder  zwei  Colonnen  2intereinander  vertmischt,  oder 
nenn   man  die   Colonnen  an  die  Stelle  der  Zeilen,  und  die  Zeilen  an 
die  Stelle  der  Colonnen  treten  lässt.   Gebrauchen   wir  sowohl  für  die 
Zeilen  als  für  die  Colonnen  den  Namen  Reihen.  Die  Elemente,  welche 
sich  auf  einer  Reihe  der  ursprünglichen  Tafel  befinden,  stehen  auch  auf 
einer  gleichen  Reihe  der  neuen  Tafel,  welche  durch  Vertauschung  der 
Zeilen  und  der  Colonnen  erhalten  wurde  etc.,  die  Elemente,  welche  nicht 
auf  derselben  Reihe  der  ursprünglichen  Tafel  stehen,  befinden  sich  eben- 
sowenig auf  derselben  Reihe    der  neuen   Tafel.    Alle  Permutationen, 
welche  man  dadurch  erhält,  dass  man  einen  Factor  aus  jeder  Zeile  und 
jeder  Colonne  der  ursprünglichen  Tafel  nimmt,  erhält  man  auch  dadurch, 
dass  man  diese  Factoren  in  der  zweiten  Tafel  nimmt,  denn  der  vorigen 
Bemerkung  zufolge  stehen  zwei  derselben  nicht  auf  der  gleichen  Reihe. 
7.  Bildung  der  Permutationen  von  «*  Elementen  mit  zwei  Indices. 
Erste  Methode.  Denkt  man  sich  alle  Permutationen  der  n^  Elemente  in 
der  Tafel  1  (N""  5)  angeschrieben,  so  ist  jede  derselben  das  Product  von  n 
Factoren  und  jeder  derselben  enthält  eine  der  Zahlen  1,  2,  3  ...»  als 
ersten  Index,  weil  man  einen  Factor  aus  jeder  Zeile  genommen  hat,  und 
er  enthält  auch  eine  der  Zahlen  1,  2,  3  ...  w  als  zweiten  Index,  weil  man 
einen  Factor  aus  jeder  Colonne  genommen  hat.  Ordnen  wir  die  n  Facto- 
ren jeder  Permutation  so,  dass  die  ersten  Indices  in  natürlicher  Reihen- 
folge stehen,  so  werden  die  zweiten  Indices  in  der  Grundpermutation 
«1102»  ...a„„  ebenfalls  in  natürlicher  Reihenfolge  stehen,  in  den  anderen 
Permutationen  aber  in  verschiedener  Reihenfolge.  Zur  Bildung  aller 
Permutationen  reicht  es  also  hin,  in  der  Grundpermutation  alle  zweiten 
Indices  zu  permutieren  und  die  ersten  in  natürlicher  Ordnung  stehen  zu 
lassen.  Auf  diese  Weise  nimmt  man  nämlich  zur  Bildung  der  verschie- 
denen Permutationen  oder  Producte  einen  Factor  aus  jeder  Zeile  und 
aus  jeder  Colonne,  und  zwar  auf  alle  möglichen  Arten.  Bei  neun  Ele- 
menten erhält  man  mittelst  dieser  Regel  folgende  sechs  Permutationen  : 
^,  =  a,,  «2,  033,    pi  =aii  ä2t  a-oi,    jSs  =  Ois  «n  «-.2, 

Pi  =  ai2  an  ÜSS,        Ps  =  «12  «23   «31,       Pe  =  ßl3   «22   «ji; 
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oder,  wenn  man  die  «weiten  Indices  duch  Buchstaben  ersetzt : 
p\  =  «1  bj  Cs,     /?;  =  fli  Ci  bs,    j?3  =  Ci  a»  bi, 

f\  =  b\  fl:  Ci.      Ps  "^  bx  Cz  «>,      Pe  =  Ci  h-i  «5. 

Zweite  Methode.  Man  kann  alle  Pe)nii:tationen  von  ir  Elementen  auch 
dadurch  finden,  dass  man  die  ersten  Indices  der  Grundpeimuiation  auf 
alle  möglichen  Arten  permutiert  und   die  zweiton  unverändert  stehen 
lässt.  So  geben  neun  Elemente  die  sechs  Permutationen: 
P\  =  fi,  bi  Ci,     P2  =  «I  bi  Ci,    pi  =  fls  bi  C2, 
p*  =  ttt  b,  C3,     Pi  =  02  bt  Ci,    p&  =  üi  h  Ci . 

Anmerkung.  Folgende  Regel  ist  leicht  abzuleiten  :  Zur  Bildung  aller 
Perrautationen  perrautiere  man  in  irgend  einer  Perrautation  n  von  den 
ersten  oder  zweiten  Indices  1,  2.  3  ...  %  der  n  Factoren  auf  alle  mögliche 
Arten  und  lasse  die  anderen  unverändert  stehen. 

Vebungsaufg  ibe  9.  Wan  bilde  die  Permutationen  der  sechzehn  Elemente 
a^,b^^  C^  ,■■  dt,. 

8.  Verallgemeinerter  Lehreatz  von  Gramer  und  Bezout.  Gerade 
und  ungerade  Pcrnmtalionen.  Beirathten  wir  die  Perniutationen  : 

A  =  Ma.Jöi.N,  B  =  Mfl.,I«A,N,  C  =  MöjtJö.vN, 
so  sehen  wir,  dass  die  Differerz  der  Anzahl  der  Inversionen  der  zweiten 
Indices  in  den  Formen  A  und  B  ungerade  ist,  wegen  der  Vertauschung 
der  zweiten  Indices  r  und  s  (N'3);  wegen  der  Yertauschurg  d^  r  ert^len 
Indices  i  und  k  ist  die  Differenz  zwischen  der  Anzahl  der  Inveisionen 
der  ersten  Indices  in  den  Foimen  B  und  C  ungerade;  folglich  ist  die 
Differenz  zwischen  der  Gesamtzahl  der  Inversionen  der  Permu- 
tationen A  und  i)  gerade. 

"Wir  nennen  gerade  Permutationen  diejenigen,  welche  eine  gerade 
Anzahl  von  Inversionen  der  ersten  oder  zweiten  Indices  enthalten; 
ungerade  Permutationen  diejenigen,  welche  eine  ungerade  Anzahl  von 
Inversionen  enthalten.  Der  Lehrsatz  kann  folglich  so  ausgesprochen 
werden  :  Eine  Pe'mutation  ändert  ihre  Classe  nicht,  wenn  man  in  der- 
selben 2wei  Factoren  vertauscht  {*).    Es   ist  auch  offenbar,    dass  eine 

(*)  Ein  analoffor  Satz  prilt  für  die  P.^rnQUfationen  von  Elemnten  mit  ein^r 
beliehitTHn  peraden  An/.iihl  vr>n  Indices.  Ein  dem  Lelirsatz  der  N'  A  analoper  Satz 
bestellt  l'iir  de  Penniitstionen  von  Elornenten  mit  einer  ungeraden  Anznhl  von 
Indices.  Der  von  uns  hiereingeschlagene  Weg  führt  naunneniäSf  zu  eirer  1  heorie 
der  Determinanten  mit  diei  oder  niit  einer  beiiebi^ifn  An/..ihl  von  Indices,  wie 
soUhü  von  De  GuBpariB.  Padova,  Armenante,  Garbieri,  Zebfuee,  Soott, 
Lloyd  Tanner,  und  auf  eine  andere  Weise,  von  Gra88mann,Cayley,  Dahlan- 
der  aufgestellt  worden  Bind. 
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Perrautation  ihren  Wert  nicht  ändert,  wenn  man  die  Reihenfolge  der 
Factoren  vertauscht. 

Zasatz.  Aus  dem  Lehrsätze  von  Cr<imer  und  Bezout  folgt,  dass  die 
Unterscheidung  der  zwei  Classen  von  Perrautaiionen  absolut  und 
durchaus  unabhängig  ist  von  jeder  Manier,  die  man  "wählen  möge  zur 
Bezeichnung  dei  Elemente.  Die  Perm  utationen  sindgin'ade  oder  ungerade, 
je  nnch  lern  sie  sich  durch  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  von  Indices- 
oder  Buchstabenvertauschungen  von  der  Grundpermuiation  herleiten 
lassen. 

Beispiel.  Die  gleichwertigen  Perrautationen  : 

ÄIJ  021    ÖS2    =   flsl    Ö32   CltZ  =   dii   dtö  Ä2I 

enthalten  beziehungsweise  2,  2,  4  Inversionen,  nämlich 
(31,32),     (21,31),     (31,  32;  21,  31). 
Die  folgenden  Permuiationen  enthalten  deren  1,  3,  5  : 

(Im  021    «53  =  021    ßöö   ö|2   =   ÖJ»   flzj    «12 

Uebuvgsaufaabin.  10.  Man  bestimme  die  Anzahl  der  Inversionen  in  folgenden 
Permutatioten  : 

biOzdtCi  =  Ctizbidi  =  CidiOsbi,    bid^aid  =  bittir^d^  =  didaifix'i 

11.  Die  Producta  der  Elemente  der  Diagonalen  eines  Quadrats  von  n*  Elementen 
gehörea  zu  versehiedeoeii  Classen,  ausser  wenn  {«  —  1)  oder  n  durch  4  teilbar 
ist  (Man  sehe  N'  11,  Ueb   19j. 

12.  Man  ^eba  ein'?  directe  Herleitung  des  Lehrsatzes  von  Gramer  und  Bezout 
für  Elemente  mit  zwei  Indices. 

♦•13.  Wenn  an  ...  a  a,,o.,  •■•«*/„„  l»'  +  ^  +  y)  Inversionen 
enthält,  von  welchen  «in  a^  ,  a^  ^  ...  a^  .  ,  und  ß  in  Oi,  ,  a,.  j  ...  a^  r  , 
vorkommen,  so  ist  ■/  =  {rt  +  ri-\-  •"  -\-r„,)  -\-{si-\-Si-\-  •••+$„)—  m<,m  —  1), 
und  y  ist  mit  (»•i-|-»'s  + •■• +0 +  («»  + .«ä  +  .■-{-*«)  gerade  oder  ungerade 
(Trudi;  man  sehe  N'  1,  Uebungsaufgube  4). 

III.  Definition  der  Determinanten. 

9.  Definition  und  Anmerkung .  Die  Determinante  von  w*  Elementen 
(s.  N*"  5)  ist  die  algebraische  Summe  der  Permutationen  dieser  Elemente. 
Dem  Anfangsglied  T,  welches  aus  den  Elementen  der  von  links  oben 
nach  rechts  unten  gehenden  Diagonale  des  Q  ladrats  gebildet  wird,  giebt 
mau  das  Zeichen  -[-,  ebenso  allen  Parrautitionea  derselben  Ciasse  ;  das 
Zeichen  — erhalten  die  Perrautationen  der  entgegengesetzten   Classe. 
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Nach  Cauchy  stellt  man  die  Determinante  durch  die  Tafel  der  Ele- 
mente zwischen  zwei  senkrechten  Strichen  dar  : 


(7,1 

an     • 

•    a,„ 

a^ 

i. 

Ci 

«ji 

ß22         • 

•        «in 

' 

ai 

03 

h 

a,.i     a„2 


ttnn 


a 

l 

c 

h 

k 

l 

V 

i 

r 

oder  durch  die  folgenden  Bezeichnungen,  wenn  sie  hinreichend  klar 
sind  : 


3  ±  flu  flj 


Ann   =    (flu    ttl 


Ann)    =^ 


I  1   I  2 


1 


=  I  üi,  I 


Z  dr  aii«22Ä35   == 


2i;  =t  fli  Zi2  C:  =  (öl  ^2  C:)  =  [  flJc  I  ,  2l  ±  fljr  =  (flÄr). 

Auf  die  Bezeichnung  |  ahc  \  ,  welche  ebenfalls  von  Cauchy  herrührt, 
werden  wir  später  (n"  21)  zurückkommen. 

Zur  Bildung  der  Determinante  leitet  man  alle  Glieder  aus  dem 
Anfangsglied  ab  dadurch,  dass  man  in  demselben  entweder  die  ersten 
oder  die  zweiten  Indices  vertauscht,  die  anderen  unverändert  stehen 
lässt  (6),  und  alsdann  jedem  Glied  das  zugehörige  Zeichen  gibt.  Z.B. 

-\-  anfl22«55  Ä11Ö!2;Ö32  -|-  013^21032 

ai2fl2lß33  -{-Ä12Ä23Ä31   fll5fl22«3l 

athc-.di  —  atb-X2dt  ■{■  a-J)xC>di,  —  a^bicA^  +  a-h-.ddx  —  üih^Cid^ 

—  aii-.Cid;  -\-  ail3Cid2  —  a-,htCid>  -\-  a^bidds  —  anhzCid,  -\-  a.i-.Cidi 
+  ttih^cd.,  —  dib^cAi  -j-  aJiCid-i  —  a-ib.Cid;  +  a2b^c■A\  —  a^b^Cid i 

—  a^blC■idz  -\- ttibiCzdi  —  a^bsCtd-  -\-  akbiCid-,  —  a^b^c-^di  -\-  akb;C>di . 

Anmerkung.  Siehe  Einleitung  N"^  5,  eine  specielle  Regel  von  Sarrus, 
um  eine  Determinante  von  neun  Elementen  zu  bilden. 
Uebungsaufgaben.  14.  Man  beweise,  dass 

a;  0  0  0  y 

y  X  0  0  0 

0  y  a;  0  9       =x^  +  y\ 

0  0  y  a;  0 

a  a  Q  y  X 

ohne  diese  Determinanten  zu  entwickeln. 

*15.  Eine  Determinante  ändert  sich  nicht,  1°  wenn  man  in  derselben  das  Zeichen 
aller  Elemente,  in  welchen  die  Summe  der  Indices  un^^erade  ist,  vertauscht  ( Janni) 
(man  kann  diese  Elemente  ungerade  Elemente,  die  anderen  gerade  Elemente 
nennen);  2°  wenn  man  a^^  durch  a^^p'—''  ersetzt  (p  ist  beliebig). 


a  0  ö  0  X 

c  0  d  X  e 

f  0  X  0  0 

g  X  h  i  j 

a;  0  0  0  0 
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IV.  Fundamental-Eigenschaften . 

tO.  Erste  Eigenschaft.  Um  eine  Determinante  mit  m  zu  muUiplicieren 
{oder  zu  dividieren),  multipliciere  {oder  dividiere)  man  die  Elemente  einer 
Zeile  oder  einer  Colonne  mit  m.  Siehe  Einleitung^  N'  7,  den  Beweis  und 
die  Zusätze. 

Beispiel.  Man  hat  successive  (Vgl.  Uebungsaufgabe  48) 

l     0       1       1       1 


0  X 

y 

Z 

1 

1 

0 

■z_  y 
xy     zx 

X     0 

z 

y 

=  a?^y'2* 

z 

X 

y    2 

0 

X 

1 

0   — 

z    y 

X 

0 

1 

xy 

t 

zx 

yz 

^       0 

yz 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

1   1 

xyz 

0 

2^ 

y' 

1 

0 

z^    y' 

xyz 

2^ 

ü 

x-" 

1 

z" 

0  x^ 

xyz 

f 

X- 

0 

1 

f- 

x^    0 

Ersetzt  man  in  der  ersten  Determinante  x,  y,  z  durch  ax,  by,  cz,  so 
wird  die  erste  Zeile  und  die  erste  Colonne  der  letzten  0,  a^,  b',  c^. 

Uebungsaufg.  16.  Man  leite  den  Satz  von  Janni  (s.  9,  Uebungsauf^^.  15)  ab 
dadurch,  das»  man  gewisse  Zeilen  und  gewisse  Colonnen  der  Determinanten  mit 
(—  1)  multipliciert. 


*n.  Man  beweise,  dass 
—  1 


Q4  = 


0 
0 


0 


0 

-1 


0 
0 

—  1 


«1 

-K 

0 

0 

= 

0 

«3 

0 

0 

0 

^5 

Äj 

b'i 


wenn  b\  h'i  =  J, ,  J^  h'^  =  öj,  b'-  by  =  b^.  Ein  ähnlicher  Satz  gilt  für  die  Determi- 
nante Q„,  welche  analog  aus  w*  Elementen  zusammengesetzt  ist. 

*18.  Wenn  sich  in  den  m  ersten  Elementen  von  (« —  m  +p)  Colonnen  oder 
Zeilen  einer  Determinante  von  n-  Elementen  ein  Factor  k  befindet,  so  ist  diese 
durch  kP  teilbar  (Muir). 

11.  Lemma.  Vertauscht  man  in  einer  Determinante  R  die  Zeilen 
unter  sich,  sowie  die  Colonnen  unter  sich,  und  macht  man  dann  noch, 
wenn  man  will,  die  Zeilen  zu  Colonnen  und  die  Colonnen  zu  Zeilen,  so 
wird  man  dadurch  eine  Determinante  II'  erhalten  ^  welche  gleich -\- R 
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oder  gleich  —  R  ist,  je  nachdem  die  An^angsflieier  T  und  V  ton  R  tmd  R' 
zit  di''sdh'.>i  C'as$e  gehö''eii  oder  nickt.  1"  Denn  epsiens  enilialien  die 
beiden  Determinanten  dieselben  Perniuialionen  (N' 6),  und  zweitens 
haben,  wenn  T  und  T'  zu  derselben  Cla^^se  gehören,  in  beiden  Deter- 
minanten die  Perrautatiunen  derselben  ClHSse  das  Zeichen  -\-,  da  man  sie 
von  T  oder  T'  durch  eine  gjr^de  Zahl  von  Vertausohungen  der  Indices 
herleiten  kann  (  N'8.  Za>atz);  2°  die  andern  das  Zeichen  — ,  weil  man 
sie  von  T  oder  T'  durcki  eine  unger<ide  Zahl  von  Vertauschungen  her- 
leiten kann  (ebendaselbst).  Aus  analogen  Gründen  haben,  wenn  T  und  T' 
zu  verschiedeoeQ  Classea  gehören,  in  R  diejenigen  Perrautationen, 
welche  von  derselben  Classe  wie  T  sind,  das  Zeichen  -[->  ii  R'  dagegen 
das  Zeichen  —  ;  die  Permutationen  der  von  T  verschiedenen  Classe 
(welche  zu  derselben  Clas«e  wie  T'  gehören)  haben  in  R  das  Zeichen  — , 
dagegen  in  R'  das  Zeichen  -j-;  also  ist  R  =  —  R'.  Zum  Beispiel 

2   ±   011022033  =  2   rh  ^33022011   =  2  ±  aiiünazi  . 

Ughung  sauf  gabt  19.  Man  beweise,  dass  alltfemein  : 
2dza,iff«» ...  fl„,=  2dba„...fl,»5j,=  (—  1/ Z  ±  fl,„ff„«_i ...  <7„r,  2r=  («  —  1)  n. 

i?.  Zweite  Eigeasahaft.  Eine  Determinante  änhrt  sich  nicht,  nemi 
man  in  derselben  dte  Colonnen  zu,  Zeilen  und  die  Zeilen  zu  Colonnen 
macht.  Z.  B. 


dxi        0,12        äi5 

äii     a22    äis 

«31         ßja        Ä33 


ßll  (ls\  fläl 
^13  da»  Cl52 
ttii         ^23         <733 


denn  die  Permutationen  in  beiden  Determinanten  sind  dieselben  (N'' Ö) 
und  die  Anfang«!glieder  sind  identisch. 

Uehungsaufgaben.  20.  Eine  Determinante,  in  welcher  ß,ft  =  —  an  ist,  wird  eine 
schiefe  genannt,  wenn  au  nicht  gleich  0  ist;  «'ine  Determinante,  in  welcher 
fl,j=  -«4,,  a„  =  0  ist.  wird  eine  symmetrisch  schtefe  od-r  h  misymmetnsrhe  ge- 
nannt. Man  beweise,  dass  eine  Determinante  der  letztren  Art  von  n*  Elementen 
sich  nicht  äa  iert,  wenn  man  sie  mit  (—1)"  multipliciert,  selbst  wenn  «  eine 
unjierade  Zaiil  istj  sie  iit  folglich  null,  wenn  n  ungerade  ist. 

♦21.  Wenn  fl<fc  =  p,fc  +  ?,fc  K  {— 1),  akt  =  jUk  — gikV  {— '^),  <iii—Pih  die  ^ 
und  q  reell  sind,  so  ist  die  Determinante  2  d:a,t  ««».-•  ffi.»  reell,  denn  R  bleibt 
unverändert,  wenn  sich  das  Vorzeichen  von  y  (—  1)  verändert  (EI ermite). 

13.  Dritte  Elgensohafc.  Bine  Determinante  ändert  ihr  Zeichen,  rvenn 
man  zwei  Zeilen  {oder  zwei  Colonnen)  unter  einander  vertauscht.  Denn 
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wenn  man  die  i'*  Colonne  an  die  Stelle  der  Ä*"  setzt,  so  geht  in  der 
Tafel  der  Elemente 

«■i    ...   dxk 


über  in 


äki  ...   ttkk 


ttik  ...  an 


ükk ...  ttkx ; 
es  haben  die  Anfangsglieder  der  beiden  correspondirenden  Determinan- 
len  R  und  R'  die  Formen  Möi.IßttN,  Mö.JatiN  und  gehören  folglich 
wegen  der  Yertauschung  der  zweiten  Indices  zu  verschiedenen  Classen  ; 
also  ist  R  =  — R'. 

Zusatz,  ^^■enn  man  die  erste  Zeile  oder  die  erste  Colonne  hinter 
alle  andern  setzt,  das  heisst,  wem  man  eine  cyclische  Vertauschung 
der  Zeilen  oder  der  Colonnen  ausführt,  so  ist  dieses  gleichbedeutend  mit 
[n  —  1)  Vertauschungen  der  Zeilen  oder  der  Colonnen,  d.i.  gleichbe- 
deutend mit  einer  Multiplication  der  Determinante  mit  ( —  1)""';  z.  B. 

14.  Vierte  Eigenschaft.  Wenn  die  Elemente  zweier  parallelen  Zeilen 
oder  Colonnen  einer  Determinante  R  gleich  sind,  so  ist  die  Determinante 
null.  Siehe  Einleitung,  n°  10. 

Zusatz.  Eine  Determinante  ist  null,  wenn  die  Elemente  einer  Zeile 
oder  Colonne  gleich  sind  den  mit  einem  Factor  multiplicierten  Elementen 
einer  parallelen  Zeile  oder  Colonne.  Siehe  Einleitung,  n°  10. 

Anwendungen.  I.  Es  ist 


P  = 


Beweis  :  1°  P  ist  ein  Polynom,  dessen  Glieder  aus  Producten  der 
algebraischen  Zahlen  a,  l,  c,  d  bestehen,  und  alle  vom  0+  1  +  2-|~'^ 
__  gtcn  Grade  sind,  da  jedes  aus  einem  Elemente  der  ersten,  einem  der 
zweiten,  einem  der  dritten,  und  einem  der  vierten  Zeile  zusammengesetzt 
sind.  2°  Ist  rf  =  a,  so  wird  P  =  0,  weil  P  dann  zwei  gleiche  Colonnen 
hat ;  mithin  ist  P  teilbar  durch  {d  —  a)  und  P  =  {d  —  <i)  Pi ,  wo  Pi  ein 

3 


1111 

a    b     c     d 

-={i- 

-  a)  {c  —  a)  {d  —  a) 

a'  i^   c^   d^ 

(c  —l){d-  l) 

a^  l'"    c"   d'^ 

(d-c) 
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Polynom  des  5'*°  Grades  ist.  3°  P  oder  {d  —  a)  Pi  wird  ebenfalls  null, 
wenn  d=i;  mithin  ist  P,  =  (rf  —  i)  Ps,  wo  Pj  ein  Polynom  des  4"° 
Grades  ist,  und  wir  Laben  F  =  {d  —  a)  {d —  b)  Pj.  4°  Aehnlicher  Weise 
lässt  sich  beweisen, dass  Pi  =  (i  —  c)P:.  P»=(c  —  h)Pi,  Pi'={c  —  ß)P5, 
Ps  =  (b  —  a)  Pe,  wo  P,,  P4,  Pj.  Pc  Polynome  respective  der  Graden  3,2, 
1,0  sind,  weil  P  =  0  wird,  wenn  d  =  c,  wenn  c  =  h.  wenn  c  =  a, 
und  wenn  b  =  a.  Es  ist  also  P={b — fliX(c  —  ßH<^ — ^)X(<^  —  a)[d  —  b) 
{d  —  c)P&.  5'  Werden  die  Glieder  der  Determinante  P  und  des  Productes 
(J)  —  a) ...  {d  —  c)  geordnet  nach  d,  c,  b,  so  ergiebt  sich  als  erstes  Glied 
beider  <f'c'^;  folglich  ist  Pe,  der  Quotient  von  P  und  dieses  Productes, 
gleich  1. 

II.  Die  Determinante 
1 


=  xyt\ 


1  1  1 

1     l+Ä      1  1 

1        1      1  +  3'      1 

1  1  1         1+2 

denn  sie  enthält  das  Glied  xyz  und  wird  null  für  a?  =  0,  y  =  0,  2  =  0. 
üebungsaufgaben.  22.  Wenn  (a;,,  y,),  (x„  y»),  (xs,  1/3)  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinanten  dreier  Puncto  A,  B,  C  sind,  so  stellen  die  Gleichungen  : 


1    Xj  y, 


=  0, 


0  «  — a?3    y  —  Vs 

1  Xt  Pi 

1      X2  1/2 


=  0, 


1 

X 

y 

x^'+y'- 

1 

<F, 

Vi 

<+y\ 

] 

X^ 

Vi 

<+yl 

1 

x.^ 

Vz 

^-\-yl 

=0 


beziehungsweise  die  Gerade  AB,  eine  durch  C  gehende  Parallele  zu  AB  und  den 
durch  die  drei  Puncte  A,  B,  C  gehenden  Kreis  dar. 
*23.  Man  beweise  die  Gleichung  : 
14-a      1  1  1 

1       \-\-b      1  1 

1  1       \-\-c       1 

1  1  X      l+rf 

Man   ziehe  abcd  von  der   Determinante  ab  und  setze  alsdann  nach  einander 

Hieraus,  und  mit  Hilfe   der  Eigenschaft  I  leite  man   folgende   allgemeinere 
Gleichung  her : 


^aui  [i+\^\^\y^. 


H— 


a 

Xi 

Xz    .    . 

Xt 

b 

Xz.    .    . 

Xi 

Xt 

c     .    . 

\         a  —  Xi^b  —  Xt^c  —  Xi^       j 


wo  X  =  (a  —  Xi)  (b  —  Xt)  (c  —  Xi) ...  (Salmon). 
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Besondere  Fälle  :  1°  a  =  Xi  —  m,  b—  Xt  —  m,  c  =  Xz  —  m,  etc.  Fall,|wo  m 
=  (a;i-f  a;2+a?3 +  •••)  — 2  (E.Lucas).  2°  57,  =^^,a:»=:  2'2,  ^3  =  j'?,etc.  a  = 
(S  -  y,)^  6  =  (S  —  y-)»,  c  =  (S  -  y-X-,  etc  ,  wo  S  =  y,  +  ^^i  4-  ys  +  -  (Wolsten- 
holme).  3"  ^Yenn  ip,  =  ira  =  iCs  =  •••  =  a;,  etc.  ist,  so  findet  man:  X  =  R  + 
a;X',  wenn 

X      ■      X 
a  —  x''b  —  X  '  c 


X'  =— 


-.+■■■)■ 


Setzt  man  X,  =  fß'  -  x)  {b'  —  x)  (c  —  x)  ...,  so  kann  man  wieder  X'  mit  Hilfe 
einer  Formel  schreiben,  die  zu  X  =  R  +  x^\  analog  ist,  und  so  fort.  Die  Formel 
X  =  R  +  x'K.'  lührt  zu  zwei  bemerkenswerten  Resultaten,  wenn  man  setzt : 
a.)x=-  a',  b',  C,  etc.;  ß)  x=l,  a  =  b  =  c  =: '"  =:0  (Garbieri).  4'»ö  =  (a  +  /3  + 
■/  +  •••) +««5  ar,  =  «a;  Ä  =  (a-f  ^4-7-f  ...) -j- «,3,  Xi  =  nß;  u.  s.  w.  Man 
findet  R  =  («  +  1)  (a  +  /3  +  •/  +  •••}p,  wenn  ;?  der  Grad  der  Determinante  ist. 
Man  findet  ferner  folgende  Relation,  die  sich  leicht  verallgemeinern  lässt : 


a«+l        aß             ay             «(? 

1       / 

«               a 

a 

^ß        ß'  +  l        ß;            ßS 
-/             ßV         •/  +  !        •/ 

=  «(Syo 

,3 

y 

/3  +  i3'        ^ 

/5 
7 

aJ           /SC?             vö'        (J^  +  1 

d' 

cT        d^ 

J  +  J' 

=  l  +  a^-J-;S'-^-•/  +  o^ 

vora 

usgesetzt,  daes  xx'  =  ßß'  :^  y/  =  oo'  =: 

1. 

KAPITEL  II. 


DIE    BERECHNUNG   DER  DETERMINANTEN. 


I.  Eigenschaften  der  Unter determinanten. 

15.  Die  Unter  determinanten.  Der  CoefScient  eines  Elementes  anc  einer 
Determinante  R  =  2  rt  «i,  a^  ...  ö»n  wird  die  zu  fl.t  gehörige  Unter- 
deterrainante  dieser  Determinante  genannt ;  er  wird  gewöhnlich  mit  A,* 
bezeichnet,  also  wie  das  Element  öü  selbst,  nur  dass  der  grosse  Buch- 
stabe A  anstatt  des  kleiren  a  steht.  Die  Unterdeterminanten  aji  von  A,*, 
diejenigen  von  aß  und  so  fort,  "werden  ebenfalls  Unterdeterminanten  von 
R  genannt.  A,a  ist  eine  erste  Unterdeterminante  der  (w  —  1)''°  Ord- 
nung, y.ji  eine  zweite  Unterdeterminante  von  der  [n  —  2)*'°  Ordnung,  etc. 

1 .  Bildung  von  Ai  1 .  Man  findet  alle  Glieder  von  R,  welche  «1 1  enthal- 
ten, indem  man  im  Anfangsglied  ßn  «22  ...  ünn  die  ersten  oder  die  zweiten 
Indices  auf  alle  möglichen  Arten  permutiert,  dabei  immer  äh  unverän- 
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dert  liisst  und  jeder  der  so  gefundenen  Permutationen  das  zugehörige 
Vorzeichen  giebt.  Man  findet  diese  Perrautationen  durch  Berechnung'  von 


an 


ünt 


a„„ 


also  ist 


Am  = 


«22         .         .        a2n 


Uni 


tvn» 


Sonach  ist  der  Coeßcient  des  ersten  Gliedes  einer  Determinante  R  von  n- 
Elementen  die  Determinante  von  (n — \)''  Elementen,  welche  dadurch 
erhalten  wird^  dass  man  in  R  die  erste  Zeile  und  die  erste  Colonne  unter- 
drückt. 

2.  Bildung  von  Aik.  Erste  Methode.  Geben  wir  dem  Element  Oik  die 
erste  Stelle  in  R  dadurch,  dass  wir  mittelst  (^ — 1)  Vertauschungen 
von  je  zwei  und  zwei  Zeilen  die  z"  Zeile  zur  ersten  machen,  und  mittelst 
(k  —  1)  Vertauschungen  der  Colonnen  die  h^"  Colonne  ebenfalls  zur 
ersten,  so  haben  wir  nach  der  vorausgegangenen  Regel  : 


A..  =  {-r 


Sonach  ist  der  Coeßcient  A.t  eines  Gliedes  aik  in  einer  Determinante  R 
von  n-  Elementen  diejenige  Determinante  von  {n  —  1)-  Elementen,  welche 
man  dadurch  erhält,  dass  man  in  R  die  in  a,k  sich  kreuzende  Zeile  i  und 
Colonne  k  unterdrückt  und  die  dadurch  entstehende  Determinante  mit 
( —  1)'+''  multipltciert,d.h.  mit  +  1  oder  —  \,je  nachdem  das  betrefende 
Element  gerade  oder  ungerade  ist  (s.  N""  9,  Ueb.  15). 

Zweite  Methode.  Man  kann  a,k  an  die  erste  Stelle  mittelst  (^  —  1) 
cyclischen  Vertauschungen  der  Zeilen  und  {k  —  1)  c;yclischen  Vertau- 
schungen der  Colonnen  bringen.  Jede  dieser  cyclischen  Vertauschungen 
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ist  gleichbedeutend  mit  (« —  1)  Vertauschungen  von  Zeilen  oder  Colon- 
nen.  Man  findet  demnach  : 

öi,*+i 

flt_l»Jf+l Oi-l,  k-t 

je  nachdem  {n  —  1)  gerade  oder  ungerade  ist,  hat  man  : 
(—ly»-!) (.•+*)=  1  oder  (— 1)'+^ 

Die  zweite  Methode  der  Bildung  von  A,t  ist  bei  theoretischen  Unter- 
suchungen nützlicher  als  die  erste. 

Uebung  sauf  gaben.  24.  Man  finde  den  Coefficienten  von  ß«  «41  in  2±flrn«2«'.<755. 
sowie  denjenigen  von  anc  (iji  in  2  ±:  a, ,  ...  «nn,  mittelst  cyclischer  Vertauschung 
der  Zeilen  und  der  Colonnen,  oder  auch  auf  andere  Weise. 

25.  In  einer  symmttrischen  Determinante,  wo  also  aik  =  ahi,  hat  man:  Atft  =  A«. 

26.  In  einer  hemisymmetrischen  Determinante  (s,  N'  12,  Ueb.  20),  ist 
AiA-=  —  Ai»'  und  Aji  =  0,  wenn  der  Grad  der  Determinante  gerade  ist;  es  ist 
Art  =  Aa»,  wenn  der  Grad  der  Determinante  ungerade  ist  und  Au  ist  in  diesem 
Falle  eine  hemisymmetrische  Determinante.  In  einer  schiefen  Determinante  ist 
AiV  ebenfalls  eine  schiefe  Determinante. 

**27.  Das  Element  an:  und  der  Ausdruck  ( —  1)'+*  kik  werden  gegenseitig 
Complementey  a,^  und  A,j  gegenseitig  algebraische  Complemente  genannt.  In 
allgemeinen,  ist    (— l)a+?+T /r. ,  a^,  ...«,  ,    ß,.  ,  ßj  ,   ...«».      7         ein  Glied 

einer  Determinante,  welches  (x  -\-  ß  -{-  ■/)  Inversionen  enthält,  von  denen 
K  in  a,      ...    a       ,  s  in  At.  ,   ...  a,.      ,       ,  enthalten  sind,  so  werden  die  Deter- 

minanten  M  =  {—!)«.  (ß  ...  <?,,),  Q  =  {— Ij?.  («,.  .  ...a^  ,  \  gegen- 
seitig  Complemente,  M  und  (— 1)"/Q,  gegenseitig  algebraische  Complemente, 
genannt.  Man  zeige, dass  das  Product  von  M  und  Q,  mit  +  1  oder  —  1  multipliciert, 
je  nachdem  (r  +  *)  gerade  oder  ungerade  ist  (oder  das  Product  der  algebraischen 
Complemente  M  und  (—  1)V  Q),  1.  2...  m.  1.  2...  («  —  m)  Glieder  der  Determinante 
R=  («ufl,, ...  a„„)  giebt  (s.  N'  8,  Ueb.  13.) 

16.  Erste  Eigenschaft  der  Unterdeterminanten.  Bildung  einer 
Determinante  mittelst  ihrer  Unterdeterminanten  (Vgl.  Einleitung^  n"  12). 
Betrachten  wir  die  Elemente  ßn,  0,2,  .....  ö«,.  der  ersten  Zeile  einer 
Determinante  R,  so  enthält  jedes  der  Glieder  von  R  eines  (und  zwar  nur 
eines)  dieser  Elemente.  Die  Gesamtheit  der  Glieder,  welche  öu  enthal- 
ten, ist  «hAii;  die  Gesamtheit  derjenigen,  welche  0,3  enthalten,  ist 
ßi2Ai2,  u.  s.  w.  Also  ist : 


hl  c-2 

h,  C, 

b.  c. 

=  a, 

+  a. 

+  a-, 

1         1 

h,  c, 

K  c, 

b-2  Ci 

Man  hat  ebenso   für  die  Elemente  der  ersten  Colonne,  irgend  einer 
Zeile  i,  oder  irgend  einer  Colonne  k  : 

R  =  flu  All  -|-Ö2i  Aji  -j-  •••-[-  ö-i  An,, 

R  .=  an   Aii    +  fl,2  A,-j   -\-  •■•    -\-  ttin  Ain, 

R  =  a\k  Aik-j~  ^"  Aojt-j"  •••  +  CLnk  A„A. 
Mit  Hilfe  dieses  Satzes  kann  man  eine  Determinante   mittelst  ihrer 
Unterdeterminanten  und  den   Unterdeterminanten   der   letzteren  etc. 
stufenweise  berechnen,  ohne  sich  der  Permutationen  zu  bedienen. 

Beispiele.    I.    Unterdeterrainanten,     gebildet    nach    der    zweiten 
Methode  : 

a^  b^  c, 
a-2  b.  c-2 
flö    b-,    Cr, 
IL  Unterdeterminanten,  gebildet  nach  der  ersten  Methode  : 
{a^b^c^d,)  =  —  b^  {a.,c,d,)  +  b..  (a^c^d^)  —  ^3  {a,c^dj  +  b^  {a^c.d,). 
Uebungsaufgabe  28.  Man  beweise,  dass  : 
0  c  b  a' 
e  0  a  y 
b  a  0  c' 
a'  b'  c'  0 
und  auch  die  Relationen  der  Uebungsaufgabe  14. 

17.  Zusätze.  I.  Wen7i  die  Elemente  einer  Zeile  i  {oder  einer  Colonne  k) 
mit  Ausnahme  eines  einzigen  fl.i  in  einer  Determinante  R  null  sind,  so 
reduciert  sich  die  Determinante  auf  das  Product  atk^ik  dieses  Elementes 
mit  der  zugehörigen  Unterdeterminante.  Wenn  folglich  alle  Elemente, 
welche  auf  derselben  Seite  einer  Diagonale  gelegen  sind,  null  sind,  so 
reduciert  sich  die  Determinante  des  Systems  auf  ihr  Anfangsglied. Folglich 
hat  man  : 


=  «*«"+  b*b'-  +  c^c'^—  2aa'bb'  —  2bb'cc'  —  2cc'aa'. 


dl 

b, 

Ci 

di 

b-i 

€■2 

d2 

0 

b. 

C2 

d. 

=  a^ 

0 

C; 

d, 

0 

0 

Cz 

d. 

0 

0 

d. 

0 

0 

0 

d. 

=  a,b, 


d, 
dt 


aj>,c^d,. 


II.  Wenn  die  Elemente  einer  Zeile  i  {oder  einer  Colonne  k)  einer  Deter- 
minante null  sind,  so  können  die  Elemente  der  Colojine  k  [oder  der  Zeile  i), 
ausgenommen  a^k,  welches  nicht  in  A,k  auftritt,  durch  beliebige  Elemente 
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ersetzt  werden ;  ersetzt  man  sie  speciell  durch  Null,  so  kann  man  auch 
die  Elemente  der  Zeile  i  (oder  der  Colonne  A)  durch  beliebige  Elemente 
ersetzen.  Folglich  ist 


^  (ö.Vs)  = 


m 

n 

V 

q 

m 

0 

0 

0 

0 

ai 

Ih 

c, 

0 

«. 

K 

Ci 

0 

üz 

Ih 

C2 

0 

«2 

1)2 

Ci 

0 

«3 

Ih 

C: 

0 

«3 

b, 

C: 

m 

n' 

P' 

q' 

m 

0 

0 

0 

0 
0 

dl 

c> 

= 

n" 
V" 

«2 

b2 

0 

«5 

bs 

C3 

q" 

Ö3 

b-. 

C: 

III.  Jede  Determinante  kann  in  eine  Determinante  höheren  Grades 
vertvandelt  werden,  und  jedes  Product  kann  in  Form  einer  Determinante 
geschrieben  werden.  Man  hat  z.  B..  indem  man  die  beliebigen  Elemente 
durch  Sternchen  ersetzt : 

10    0    0 

^     1     *     ¥ 
¥■     0     a^    b^ 

*        0        «2     ^2 


a^b^c^  = 


a, 

¥■ 

¥■ 

a. 

'>2 

0 

b. 

0 

1 

a. 

^ 

= 

0 

¥ 

C3 

1 

¥ 

¥ 

0 

a, 

^ 

= 

0 

a-i 

bi 

IV.  Die  Unterdeterminante  Aik  ist  speciell  einer  Determinante  R  gleich, 
in  welcher  üik  durch  1  ersetzt  ist  und  die  anderen  Elemente  der  Zeile  i 
oder  der  Colonne  k  durch  Nullen.  So  z.  B.  hat  man,  wenn  C  den  CoeflS- 
cienten  von  x'^  in  der  Determinante  darstellt : 


1  Ä  «2  a* 
l  h  ¥  ¥ 
1    c    c^   c* 


X 

x^ 

x"- 

X' 

0 

0   0 

1    0 

a 

a* 

a^ 

a' 

1 

a   a^ 

0   a' 

b 

J« 

b^ 

b' 

,   c  = 

1 

b    b^ 

0   b* 

c 

c» 

c' 

c' 

1 

c   c* 

0    c* 

d 

d' 

d-^ 

d" 

1 

d  b' 

0  d' 

l    d   d'  d' 


Uebung  sauf  gaben.  29.  Zu  beweisen,  dass 

1  1  1  1  ...  1  0 

1  1  0  0  ...  0  0 

0  1  1  0  ...  0  0 

0  0  1  1  ...  0  0 


0      0      0      0.,.0      0...1 


0      0 


=  1  ou  0; 
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Dasselbe  Resultat  giebt  die  Diterminante,  tlerea  Elemente  alle  nullsind,  ausser 
dass  ap,p_i  =  l,  aq.q^.r=  —  1,  in  dem  man  der  Reihe    nach  p  ersetzt  durcli 
2,  3,  ...n  und  q  durch  1,2, ...  n  —  r. 
30.  Wenn  mn  =  1  ist,  so  ist : 


»I*  —  «* 


w  +  n 

1 

0 

0 

1 

m-{-n 

1 

0 

0 

1 

tn-{-n 

1 

0 

0 

1 

m-{-n 

Man  verallgemeinere  diese  Eigenschaft.  Untersuchung  des  Falles,  wo  m  -\-  n 
=  2  cos  SB,  oder  m-{-  n  =  2,  ist. 

31.  Man  beweise,  dass  Q„  (in  N'  10,  Ueb.  H)  =  a„Q„_, +i„Q„_,.  Hieraus 
folgt,    dass    Q,    der    Nenner    des    n^''"    Näherungswertes    des    Kettenbruches 


V'''  +  S  +  ...jist. 


Deswegen  heisst  Q,,  eine  Continuante. 

*32.  Man  beweise  den   Satz   von  Muir  (N'  10,  Ueb.  18)  für  ;fe  =  0,  p  =  \. 

**33.  Lehrsatz  von  Laplaoe.  Man  kann  eine  Determinante  von  w*  Eleraen- 
tea  in  eine  algebraische  Summe  von  F^roducten  von  Determinanten  zerlegen, 
welche  den  in  N''  15,  Uebungsaufg.  27,  erwähnten  analog  sind;  die  einen  sind  von 
der  Ordnung  m  und  ihre  Elemente  werden  immer  aus  denselben  in  Zeilen  oder 
Colonnen  der  ursprünglichen  Determinante  jrenommen,  die  anderen  sind  von  der 
Ordnung  (« — «»),  und  ihre  Elemente  werden  aus  den  noch  übrigen  [n  —  m\ 
Zeilen  oder  Colonnen  genommen.  Oder  einfacher  :  eine  Determinante  R  ist  gleich 
der  Summe  der  Producte  alier  Determinanten  M  von  m-  Elementen,  die  man  mit 
den  Elementen  von  m  Zeilen  oder  Colonnen  bilden  kann,  multipliciert  durch  ihre 
algebraischen  Complemente.  Also  ist 

Man  findet  0  satt  R,  wenn  man  in  den  Determinanten  um  die  es  sich  han- 
delt, in  Ueb.  27  die  Elemente  einer  (oder  mehrern)  der  übrig  bleibenden 
(n  —  m)  Zeilen  oder  Colonnen  durch  die  entsprechenden  Elemente  einer  (oder 
mehrern)  der  m  erstem  Zeilen  oder  Colonnen  ersetzt  (Muir).  Also 

(fliM  {a^di)  —  (oibz)  (a»di)  -\-  {üiöi)  (atdi)  +  («»''j)  (aido  —  (a»'*4)  («irfs) 
+  (dzlu)  («irfü)  =  'athaidi)  =  0. 
Zusätze.  I.  Ein  einziges  dieser  Producte  ist  nicht  null,  wenn  alle  Elemente, 
welche  m  Linien  und  (n  —  m)  Colonnen  der  ursprünglichen  Determinante 
gemeinsam  sind,  null  betragen  (Jaeobi).  II.  Eine  Determinante,  in  welcher  die 
m  Linien  oder  {n  —m-\-\)  Colonnen  gemeinsamen  Elemente  null  betragen,  ist 
null  (Ueb.  32). 

18.  Zweite  Eigenschaft  der  Unterdeterminanton.  Lemma.   Die 

unter determinante  A,ä  einer  DetermirianU  R  ändert  sich  nicht,  wenn  man 

.  die  Elemente  der  Zeile  i  und  der  Colonne  k  durch  heliehige  Elemente 


-f-  ajn  A.in  =  0, 
4-  dnj  A„,  =  0, 

,  n  enhaltene  Zahl  und  von  i  ver- 
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ersetzt.  Denn  nach  der  Definition  enthält  A.,*  weder  ein  Element  dieser 
Zeile,  noch  ein  Element  dieser  Colonne. 
Lehreatz.  Man  hat  : 

öj,  A,, +  aj2  Aii-j- 
flij  Ai,  -f-  a2j  k<ii-\- 

wennj  eine  in  der  Zahlenreihe  1,  2, 
schieden  ist.  Denn  der  erste  dieser  Ausdrücke  ist  eine  Determinante, 
deren  i'''  Zeile  mit  der  ^■**°  identisch  ist;  der  zweite  stellt  eine  Deter- 
minante dar,  deren  t"  Colonne  mit  der  ^**'"  identisch  ist  (Siehe  Ein- 
leitung, n»  12). 

Uebungsaufgaben  *34.  Es  sei  R  =  («n«*!  ...  a„„),  S  =  (in  ba  ...  S„_i,  „_»).  Bilden 
wir  mittelst  S  neue  Determinanten  S;,  indem  wir  die  (n  —  1)  Elemente  der  ersten 
Colonne  i,,,*.j,,  ...*„_i  ,  durch  «u««;  ...  ä„_,  ^  ersetzen,  so  haben  wir  identisch: 

A,„S, -^A„,S,  +  ...  +  A„A  =  ^• 
Zu^  Giltipfkeit  dieses  Satzes  braucht  die  in  S  versetzte  Colonne  nicht  die  erste 
zu  eein.  Er  kann  folgenderweise  ausgedrijckt  werden  :  das  Produet  A„,  Si  zweier 
Determinanten  ist  gleich  der  Summe  der  Producte  der  Determinanten,  die  sich 
ergeben,  wenn  man  im  ersten  Factor  nacheinander  jede  Colonne  (oder  Zeile) 
ersetzt  durch  eine  und  dieselbe  Colonne  (oder  Zeile)  des  zweiten  Factors  und  eben 
so  diese  ersetzt  durch  diejenige,  welche  indem  ersten  Factor  nicht  beibehalten 
wird.  Dieser  Satz  lässt  sich  beweisen,  indem  man  Si,  Ss,  •••  S„  darstellt  durch 
deren  Unterdetertuinanfen  B,,,  Bj^,  •••  B„_i,i  (Anderer  Beweis,  Ueb.  38).  Zum 
Beispiele  : 

(Ä,c.)  {a,d.^  +  (c.fl.)  (*,rf.)  +  [a,bU{c4^)  =  0.  («) 

(Baltzer-Hoüel,  III,  II). 


II.  Princip  der  Addition  der  Reihen. 

19.  Fünfte  Eigenschaft.  Man  kann  zu  den  Elementen  einer  Zeile 
{Colonne)  einer  Determinante  die  mit  beliebigen  Constanien  multiplicierten 
Elemente  emer  oder  mehrerer  paralleler  Zeilen  {Colonfien)  hinzufügen, 
ohne  die  Determinante  zu  ändern.  Folglich  ist : 

öl  -\-mf)^  —  tidi  it 

a-  -j-  mio  —  ndo  l-, 

ür,  -\-  ml-,  —  nds  bi 

«♦  -]-  mbi  —  nd^  b^ 


Ci 

d, 

ai 

b, 

Ci 

d, 

02 

d. 

a-i 

Ä2 

C; 

d. 

c-. 

d. 

«3 

Js 

Cr, 

d. 

c, 

d. 

«4 

&. 

Ck 

d. 
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Denn  die  erste  dieser  Determinanten  ist  gleich 

(öl  -}-mh,  —  wrfi)Ai  -|-  (öi; -j- wJo  —  nd2)A.2 
-\-  (ös  +  W2^;  —  nd:.)Az  -j-  (rt'4  +  mb^  —  ndi)k:, ; 

diese  Summe  kann  man  als  eine  aus  drei  Teilen  zusammengesetzte 
betrachten.  Nach  der  ersten  Eigenschaft  der  Unterdeterrainanten  ist 
einer  dieser  Teile,  nämlich  : 

fliA.|  -\-  fljAn  -j-fl-As  -}-  Ö4A4, 

die  zweite  der  oben  angeschriebenen  Determinanten.  Die  anderen  beiden 
Teile  : 

sind  null,  gemäss  der  zweiten  Eigenschaft  der  Unterdeterminanten ; 
hiermit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

Diese   Eigenschaft  ist  in   der   Determinantenrechnung  von  grosser 
Wichtigkeit. 


Beispiel  I.  Man  hat  successive 


9 

13 

17 

4 

18 

28 

33 

8 

30 

40 

54 

13 

24 

37 

46 

11 

0 

-1, 

— 1 

-3,  - 

_9 

2 

9 

*  > 

0. 

1 

1  1 

2  4 

4  1 

2  4 


13 
11 


-1,    -1 
.0  o 


1   1   1 

1 

= 

2  4  1 

4  l  2 

1 
6 

2  4  2 

3 

= 

4,  -1 

—7.  —2 

= 

4, 

4    — 1  I 

0,        0,        1 

Die  zweite  Determinante  wird  aus  der  ersten  dadurch  abgeleitet,  dass 
man  die  zwei-,  drei-,  vierfach  genommenen  Elemente  der  letzten  Coloune 
beziehungsweise  von  der  ersten,  zweiten,  dritten  Colonne  abzieht.  Die 
dritte  Determinante  wird  aus  der  zweiten  dadurch  abgeleitet,  dass  man 
die  Elemente  der  drei  ersten  Colonnen  von  denjenigen  der  letzten  abzieht. 
«  Wenn  wir,  wie  in  gegenwärtigem  Falle,  eine  Determinante  haben,  in 
welcher  alle  Elemente  ein  und  derselben  Zeile  gleich  sind,  können  wir 
stets  daraus  durch  Substraction  eine  andere  Determinante  ableiten,  in 
welcher  alle  Elemente  ein  und  derselben  Zeile,  mit  Ausnahme  eines 
einzigen,  null  werden,  und  so  die  Berechnung  auf  die  einer  Determi- 
nante niedrigeren  Grades  zurückführen  (Salmon).  »  In  ähnlicher  Weise 
kann  man  diese  Berechnung  fortsetzen.  Man  kann  immer  in  derselben 
Linie  gleiche  (und  selbst  der  Einheit  gleiche)  Elemente  erhalten,  indem 
man  verfährt  wie  in  diesem  Beispiel. 
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II.  1"  Man  hat  5uccessive,  wenn  m  =  {l)  —a)  {c  —  a){d  —  a), 


a- 


b-- 

d- 

h-—ab 
c'-—ac 
d'- — ad 

0 
c-b 


0 
h—a 
c — a 
d — a 


0 

i- — ab 
c'- — ac 
d- — ad 

1 
1 
l 


0 
b' — ab'- 

d' — ad- 


r- 

c- 
d' 


=  m{c—b)  id  —  b) 


b—a       b-—ab       ¥ — ab'- 
c — a      c- — ac       c' — ac- 
d — a       d'- — ad      d'^ — ad- 
1         0  0 

m     1       c  —  b       c- — bc 
1       d — b       d'- — bd 
=  (P-a)  (c  -  a)  {d—a)  {c-b)  (d—b)  (d—c). 
Schliesslich   hat  man,   wenn  man  die  ursprüngliche  Determinante 
durch  ihre,  zwischen  Strichen  gesetzte,  erste  Zeile  und  durch  P  {h—a) 
das  Product  der  Differenzen  der  Grössen  a,  h,  c,  d,  ausdrückt, 
1  \,a,a\a'  \  =F{b—a). 
Im  allgemeinen 

I  l,w,x\  •..,a;"-'  I  =F(Xb  —  3;i). 
Aus  dieser  Identität  hat  Cauchy  die  Theorie  der  Determinanten  abge- 
leitet (Vergl.  N'  14,  Beispiel). 
2°  Man  findet  auch 

I  l,a,a-,a''  \  =  |  l,a,a\a'  \  (a-^-b-^-e-^-d), 
I  l,a,  a'  a'  \  =  \\,a,a\a'\{a--\-b--\-c--\-d'-\-ab-\-ac^ad-\-bc-{-hd-\-cd), 
U.S.  w.  Man  kann  auch  folgenderweise  zu  diesen  Resultaten  gelangen. 
Setzen  wir  {x~a){x  —  b)  (a;  — c)  ('C  — <Z)  =  3?*  +  ?«' +Qa;*+Ra?+S, 
wo  —  P  =  Ä  +  Z»  +  c  4-  rf,  Q  =  rt/^  +  flc  +  fl^  +  &c  +  M  +  c<Z,  etc. 
und  a'  +  ?a^  _{-  Qa^  -j-  Ra  -f  S  =  0,  b' -\-  etc.  =  0.  Ersetzen  wir  a\ 
¥,  c\  d'  in  I  l,a,a-,a'\  durch  ihre  aus  den  letzten  Relationen  abgeleite- 
ten "Werte,  so  ergiebt  sich 

\l,a,a',a'\=\l,a,a',—  Pa'  —  Qa»  —  Ra  —  S  [  = 

\l,a,a\  —  Pa-^\=  —  P\l,a,a'',a'-\, 

wenn  wir  die  erste  Zeile  der  Determinante  mit  S,  die  zweite  met  R,  die 

dritte  met  Q  multiplicieren  und  diese  Producte  zur  letzten  Zeile  hmzu- 

fügen.  Dann 

|1,  a,  a\  a'\  =  —F  ii,a,a\a'\  —  Q  \l,a,a',a'\  =  \l,a,a',a'\  (P»— Q). 
Es  ist  möglich  alle  Determinanten  1  1,  a^,  a",  a%--  \  so  zu  berechnen. 
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a^  h\  Ci 

1 

a-,  bs  Ci 

«5 

1 


(ö,5:)  {a,Ci) 


III. 

0  0 

R=    aiöiCi    = —.\o,2     Oibi  —  (libi     a\C2 — öjCi 

«iJ;  —  «:&!       rtiC:  —  fliCi    I 

Man  multipliciere  die  erste  Colonne  raitJi,  die  zweite  mit  ä),  alsdann 
ziehe  man  das  erste  Product  von  dem  zweiten  ab;  ferner  multipliciere 
man  die  erste  Colonne  mit  Ci,  die  dritte  mit  «i  und  ziehe  beide  Producte 
voneinander  ab.  Ein  ähnlicher  Satz  gilt  für  die  Determinante  (a,  *»•••/«). 
Hieraus  ergiebt  sich  folgende  wichtige  Bemerkung  :  Wenn  alle  Deter- 
minanten zweiten  Grades  (fli  Ji),  («i  C2'i,  («i  J.-).  («i  c-),  etc.  durch  k 
teilbar  sind,  so  ist  die  Determinante  durch  k"~'  teilbar  (Janni). 
üebung  sauf  gaben  3ö.  Man  verallgemeinere  die  folj^ende  Relation  : 
a  —  d    a    1 

=  {a  —  d){b  —  c)^  [b  -d){c  —  a)-\-(c-  d)  {a  -  h). 


0  = 


1 


b  —d    b 
,  c  —  d    c     ] 

Man  beweise  die  Relation  (a),  N'  18,  Ueb.  34 ;  dann  die  Relation  der  N'  14,  Ueb.  23. 
36.    Es  seien  X={x  —  a.)(x  —  ß){x  —  y)...;  Xo=(ö  — «)  {a  —  ß)  (a  — ■/)...; 
Xb  =  (b  —  x)  (b  —  ß)  (b  —  y) ...  etc.  Die  Determinante 
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a 

b 

c 

d 

a* 

b' 

c- 

d'- 

Xa 

Xb 

Xe 

X 

=  -x. 


1 

\ 

1 

1 

1      1 

b 

c 

d 

4-X,, 

a 

c     d 

b^ 

c- 

rf* 

ö* 

c'    d'- 

—  etc., 


ist  gleich  (Ä  —  a)(c  —  a)  (e  —  b)  id  — a)(d  —  bi(d  —  c)  oder  null,  je  nachdem  X  vom 
dritten  oder  einem  niedrigem  Grade  ist.  Stellt  man  die  Determinanten  des  zweiten 
Gliedes  dar  in  der  Form  von  Binomen-Producten,  so  ergeben  sich  merkwürdige 
Identitäten,  welche  sich  verallgemeinern  lassen  und  dann  den  Hauptsätzen  des 
Kap.  XVI  der  «  Geometrie  superieure  »  von  Chasles  äquivalent  sind  (V.  Retali). 
37.  Man  verallgemeinere  die  Uebungsaufgaben  16,  17, 19  der  Einleitung  und  die 
folgenden  Beziehungen  :  1"  Wenn  (Vergl.  N^  31,  Ueb.  91). 

1.2  3...ÄC*  =  «(a  —  l)..(«  —  ^ +!);«  =  !  X  1  X  1 -2;  ^  =  «3 -3j<,  +  3tt,  —  «„, 

hat  man 


1       V^a  v>a-^, 

1 


=  1 


20  Wenn  F  =  a^x^  -\-  a,x'-  -\-  a.iX  +  as  =  a^ix 

X        0        0      a^ 

—  Ix       0      a. 

0      —)       X      a, 

0        0—1    a„ 


F  = 


1     0 

0         7/o 

110«, 

=  y.  ß 

1     2     1.2    tt. 

1     3    2.3    «3 

„{X-a){X  —  ß)ix  — 

v),  hat  man 

X      >f-      -k      \ 

=  «0 

a      X      f-      \ 

a      ß     X      1 

u       ß 

/      1 
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3» 


4" 


a 

a 

a 

a 

a 

b 

b 

b 

a 

b 

c 

c 

a 

b 

c 

d 

[a(b-a)X), 
{(c-b){d-c)S' 


a  b 
—a  b 
—  a    —b 


c      d 

c        -k 


-a    —b    —c    d 


=^^ic^.abcd; 


1 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

1 
1 

1 
1 

=  1; 

1 

1 

1 

1 

1   1 

1 

0 

1   1 

]     0 

0 
I 

1 
1 

=  -3; 

0    1 

1 

1 
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12    3    0    0      =4- 

0     12    3    0 

0    0     12    3 

33.  Zu  beweisen,  dass 

I  abc  II  xyz  \^\  xhc  \\  ayi  \  +  j  ybc  ||  xaz  \  ■\-  \  zhc  \\  xya  \  . 

Man  stelle  vorläufig  vermittelst  des  Lehrsatzes  von  Laplace  (Ueb.  33)  jede 
Seite  der  Gleichungen  foder  alle  auf  einer  Seite  vereinigten  Glieder)  in  der  Form 
einer  Determinante  von  6  Linien  dar  (Vgl.  Ueb.  34). 

39.  Wenn  die  Summe  der  Elemente  jeder  Zeile  einer  symmetrischen  Determi- 
nante null  ist,  so  sind  die  Unteideterminanten  zweier  benachbarter  Elemente,  und 
folglich  auch  die  Unterdeterminanten  zweier  beliebiger  Elemente  einander  gleich. 

40.  Wenn  man  von  der  Bezeichnung  in  Beispiele  II  Gebrauch  macht,  und  setzt : 


A=:  \a^,  fl',  a- 


l\,    B=la^a<,fl*,ß,  I|,    C=:I«<,ö',«^fl,l| 


kann  man  beweisen,  dass  : 


4A 


6B  =  C  j(ß  — /y>^4-(«— c)*  +  (ff-  ^)*+  (ö-e)»+ +{d-eY\, 

A  -  B  =  C  (a-  +  /y-  +  c*  +  Ä*  +  e»j. 


41.  1» 


111 
sin  a  sin  b  sin  c 
cos  a  cos  b  cos  c 


=  2 


cos^{a  —  b),  cos|(*— c),  cos  |(c  —  a) 
cos  j  (a  +  b),  cos  ^{b  -\-  c),  cos  \{c  +  a) 
sm\{a  +  b),    sin{(i  +  c),    sin  ^  (c  +  ß) 


=  4  sin  i  (a  —  b).  sin  |  (ö  —  c). 


(C-ß). 


Man  setze  in  der  zweiten  Determinante  a  =:sin  ^a,  a'  =  cos|ö,  /3=:sin  ^  d,  etc. 


2»  Man  berechne  die  Determinanten 

I  sin  X,    sin  2x,     sin  2x  \ , 


sin*ar,     sin  a;  cos  a;,     cos^a7[. 


42.  Wenn  in  einer  Determinante  die  Summe  der  Quadrate  der  Elemente  jeder 
Zeile  der  Einheit  gleich  ist,  und  wenn  ausserdem  die  Summe  der  Producte  der 
entsprechenden  Elemente  irgend  zweier  paralleler  Zeilen  null  ist,  finden  diesel- 
ben Beziehungen  zwischen  den  Elementen  der  Colonnen  statt.  *Die  Determinante 
ist  gleich  ±  1  und  jede  Unterdeterminante,  absolut  genommen,  hat  den  Wert 
ihres  correspondierenden  Elementes  (Vergl.  n»  26,  llj. 

♦43  Eine  Determinante  ist  null,  wenn  das  Verhältniss  der  Differenz  der  Ele- 
mente zweier  Colonnen  zur  Differenz  der  Elemente  zweier  anderer  Colonnen  für 
jede  Zeile  constant  ist  (Studnicka). 

♦*44.  Jede  Determinante  vom  Grade  n,  die  in  Bezug  auf  ihr  Cenlrum  symmetrisch 
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Ol 

b. 

fi 

d. 

d. 

c. 

b. 

fl* 

tf. 

c, 

ö, 

a, 

ist  heisse  cyclosymmetrisch.,  sie  ist  das  Product  zweier  Determinanten  vom  Grade  {  n 
oder  von  den  Graden  {{n  +  1),  ^(rt  —  1).  Also 
a,      bi      c,      <f, 

öH-rf,      i, +c,  I    j  a,-d,      bi—c, 

ai  +  di      bi  +  c,  \    \  Oi  —  d-t      l'i  —  Ci 

Eine  besondere  Gattung  der  cyclosymraetrisches  Determinanten  sind  die  liisym- 
rnetrischen,  deren  Elemente  symmetrisch  sind  in  Bezug:  auf  beide  Diagonalen 
(Vgl.  Ueb.  51). 

*45  Eine  symmetrische  Determinante,  in  welcher  alle  Eh-mente  der  zur 
zweiten  oder  ersten  Diagonale  parallelen  Reihen  gleich  sind,  nennt  man 
persymmetrisch.  Man  verallgemeinere  die  folgende  sich  auf  eine  persymmetrische 
Determinante  beziehende  Relation,  welche  von  Hankel  herrührt : 

y  ^Xt  —  x:  yi=x^  —  X,;  etc. 

2  =  ^^1  —  y ;  -1  =j'^  — y.:-  etc. 

u  =  z,  —  z;  u,  =  Zi  —  z,. 
V  =  u,  —u. 

Eb  besteht  eine  analoge  Formel  für  eine  beliebige  Determinante  (Studnicka). 
Man  wende  vorstehendes  auf  eine  Determinante  von  drei  oder  vier  Zeilen  an, 
deren  Elemente  die  Quadrate  oder  die  Guben  der  Zahlen  0,  1,  2,  3. ...  sind. 

**46.  Kine  persymmetrische  Determinante,  in  welcher  jede  Zeile  dieselben 
Elemente  enthalt,  wird  Circulante  genannt.  Man  verallgemeinere  die  folgende, 
sich  auf  eine  Determinante  dieser  Art  beziehende  Formel,  wo  t  eine  der  imagi- 
nären Cubikwurzeln  der  Einheit  vorstellt : 


X 

X, 

Xi 

X 

y 

z 

Xs 

Xi 

X3 

= 

y 

z 

u 

X. 

Xz 

SOi 

z 

u 

V 

X 

y 

z 

z 

X 

y 

y 

z 

X 

■— {X -\- y  -\- z)  [x -Y  f-y -^  e'2)  {X  +  e-y  +  :*«). 


Jede  Circulante  mit  2«  Zeilen  kann  symmetrisch  in  Bezug  auf  sein  Centrura 
(cyclosymmetrisch)  gemacht  werden,  wenn  man  die  Ordnung  der  n  letzten  Zeilen 
und  dann  der  n  letzten  Colonnen  umkehrt. 

Aendert  man  die  Vorzeichen  aller  auf  einer  Seite  der  Hauptdiagonale  gelegenen 
Eleme.te  einer  Circulante,  so  erhält  man  eine  ichiffe  Circulante.  Die  schiefe  Cir- 
culanten  haben  Eigenschaften,  welche  denen  der  Circulanlen  analog  sind. 

**47.  Man  suche  den  Wert  einer  Circulante,  in  welcher  oie  Elemente 
Xs,Xi,..  Xn  ausser  x,,  gleich  1  sind;  wo  sie  ausser  x„  x^,  gleich  0  sind  ;  wo  sie 
eine  arithmetische  oder  eine  geometrische  Progression  bilden;  wo  a:t  =  »*"'"'  ist. 
(Stern,  Journal  herausgeg.  von  Crelle-Borchardt,  Bd.,  "73,  S.  376,  etc.) ;  wo 
x^  =  Ä*,  oder  cos  (c  -f"  kh  —  //),  oder  sin  (a  -\-  kb  —  h),  oder  C*~' ,  a?,  =  1 . 

48.         —xy       z       u 

[-  x-\-y-\-zA^u){x  —  yArZ^rv)\^ 
!  X  (iP  +  y  — «  +  «)  (•»  +  y  +  3  -  «))' 


y  — X  u  z 
z  u  — X  y 
u      z       y     — X 

Es  ist  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  w^O. 
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**!80.  Eigenschaften  einer  Null-Determinante.  Erste  Eigenschaft. 

I.  Ist  eine  Determinante  null,  so  wird  die  erste  (N'  16)  und  die  zweite 
(N'  18)  Eigenschaft  der  Unterdeterminanten  durch  dieselbe  Gleichung, 
nämlich  : 

«ijAii  +  Oijkii  +  ...-{-  fl,yA,„  =  0,  (C) 

ausgedrückt,  in  welcher  ^  sowohl  mit  e  gleich,  oder  von  i  verschieden 
sein  kann.  I^s  besteht  also  zwischen  den  Elementen  Utj,  a-j,  ...,  ünj  irgend 
einer  Colonnej  eine  lineare  Gleichmiff.  Man  hat  ebenso  für  die  Elemente 
aji,  öj2,  ...,  Ojn  irgend  einer  Zeile/  : 

ttji  A, ,  +  a;2  Ai2  -| h  ajn  A.,.  =  0.  (L) 

II.  Umgekehrt,  wenn  eine  solche  Wieare  Delation  zwischen  den  Ele- 
metiten  jeder  Zeile  oder  Colonne  stattfindet,  so  ist  die  Determinante  null. 
Sei  z.  B. ; 

/i  aij  -{-l-a^jA^ 1-  In  ttnj  =  0,  (N) 

diese  Relation  für  die  Elemente  irgend  einer  Colonne  j.  Multiplicieren 
wir  die  Elemente  der  ersten  Zeile  mit  1\  und  addieren  hierzu  die  Elemente 
der  anderen  Zeilen,  nachdem  wir  dieselben  beziehungsweise  mit 
^2,  As,  ...,  In  multiplieiert  haben,  so  wird  die  mit  A,  multiplicierte 
Determinante  einer  anderen  Determinante  gleich  sein,  in  welcher  alle 
Elemente  der  ersten  Zeile  zufolge  der  Gleichung  (N)  null  sind.  Damit 
ist  der  Satz  bewiesen. 

III.  Es  sei  R  =  (flu  a-2  •••  ß,m)  =  0,  so  folgt, 

Au  :  A21  :  A31  :  •••  :  Am  = 
A12  :  Aij :  A32  :  •••  :  A„2  = 


A.\n  •  A.2n   •  As/i  I    •••   I  Ann, 

wenn  die  Unterdeterminanten  nicht  alle  null  sind. 

Nehmen  wir  an  A«  sei  nicht  null,  und  beschäftigen  wir  uns  mit  der 
ünterdeterminante  A,i,  welche  sich  ergiebt,  indem  man  in  R  an  die 
Stelle  der  Elemente  der  Colonne  k  Null  setzt,  mit  Ausnahme  von  ß,A,  an 
dessen  Stelle  man  die  Einheit  setzt  (N'  17,  IV).  Multiplicieren  wir  dann 
die  Elemente  der  r""  Zeile  von  A,*  mit  A«  und  addieren  wir  dazu  die 
Elemente  der  anderen  Zeilen, nachdem  wir  sie  respective  mit  Ai«,  A28,  ..., 
An,  multiplieiert  haben,  so  hat  man,  zufolge  der  Gleichungen  (C)  der  r'" 
Zeile  die  Elemente 

0,  0,  ...,^r*=  A.„  ...,0,  0, 
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wo  brk  das  k^"  Element  bezeichnet.  Das  Product  A,k  A«  ist  also  gleich 
hrk  oder  A„  raultipliciert  mit  der  entsprechenden  Unterdeterminanie, 
nämlich  Ark.  Folglich  ist  A./t  Ar»  =  A„  Ar*,  oder,  wenn  Ah  nicht  null 
ist,  A.i :  Ar*  =  A„  :  Ar,. 

Daraus  ergibt  sich  die  erste  Eigenschaft  einer  Null- Determinante  : 
«  Die  den  Elementen  paralleler  Colonnen  (Zeilen)  ei7ier  Null- Determinante 
entsprechenden  ünterdeteroninanten  sind  proportional;  folglich,  tffß  ver- 
schiedenen linearen  Beziehungen  zwischen  den  Elementeii  j^ar alleler  Colofi- 
nen  (Zeilen)  einer  Null- Determinanten  sind  in  Wirklichkeit  von  einander 
nicht  verschieden  und  unterscheiden  sich  nur  durch  einen  constauten 
Factor. 

Das  Princip  dieser  Beweisführung  rührt  her  von  Janni. 

B.  Zweite  Eigenschaft.  In  einer  Null-Determinante  R  besteht  dieselbe 
homogene  Relation  zwischen  den  Elementen  jtder  Zeile  (Colonne)  und  in 
dieser  Relation  bleibt  ein  Teil  der  Coeßcienten  der  Eiementen,welche  nicht 
notwendigerweise  null  sein  müssen,  sondern  man  kann  ihnen  einen  will- 
kürlichen Wert  beilegen  (Falk) . 

Erster  Fall.  Einige  Unterdeterminanten  von  R  sind  von  Null  ver- 
schieden. Bei  dieser  Annahme,  ist  die  zweite  Eigenschaft  mit  der  ersten 
identisch  (n-  20,  A,  III). 

Zweiter  Fall.  Alle  Unterdeterminanten  von  R  sind  null,  aber  eine 
Undeterminante  höherer  Ordnung  ist  von  Null  verschieden.  Der  Kürze 
halber,  wollen  wir  uns  begnügen  mit  der  Berücksichtigung  der  Deter- 
minante R==  I  abcde  |,  derer  Unterdeterrainanten  alle  null  sind  ;  aber 
es  sei  (a\biCi)  von  Null  verschieden.  Man  findet  leicht  (für  beliebige, 
also  auch  von  Null  verschiedene  Werte  von  ^^  und  v)  Coefficienten 
X,  y,  z  welche  den  Gleichungen 

Fl     oder     aiX-\-b\y  -\'  C\Z-\-  diU-\- esV  =^0 ,  (1) 

F2     oder     üiX -\- h'y -\- C2Z-\- diU^  e>v  =  0.  (2) 

F:;     oder     a-.x -i-l-^y -\- CzZ~\- d-,u-\- e..v  ^- 0 ,  (3) 

F,     oder     a^x  -\-  h^y  +  c«2  +  ^^^w  -j-  «»??  =  0 ,  (4) 

F5     oder     ösÄ -f- isj' +  C52 -|- rfs« -f  f sf  =  0 .  (5) 

genügen.  Es  sei 

(aiJ-.'C3)=aiai  -{-a-,:f.-,~\-  fl;a3=Äißi4-^-'ß^  +  ^^'ß3  =  Ci-/i  -\-c-2y:-\-c-,y;. 

Multiplicieren   wir  jede   der  Gleichungen  (1).  (2),  (3;,  zuerst  mit 
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Äi,  «s,  «3,  dann  mit  ß,,  ßo,  ßj  und  schliesslich  mit  yi,  y-,  73  und  addieren 

dieselben.  So  ei'giebt  sich 

(aibiC-,)  X  -\-  {d.hiCi)  u  -\-  [eibiC-,)  v  =  0, 
{aKhCi)  y  +  {ttidiCi)  u  +  ict,\e».c%)  v  ^0, 
ißKhid)  z  +  (aib^dz)  u  +  («1 J2C3)  ??  =  0. 

Diese  Gleichungen  geben  uns  die  Werte  von  x,  y  und  z  für  lelieiige 
Werte  von  u  und  v.  Die  Werte  von  x,  y,  z  entsprechen  ebenfalls  fijr 
beliebige  Werte  von  u  undt>  den  Gleichungen  (4)  und  (5).  Denn 

{aib2Ci¥i)=  —  {a2bzC,)Y^  -\-  {aiböC,)¥2  —  [axbiC!,)¥z  -\-  {aib2Cz)Y ,, 

und  die  Coefficienten  von  x,  y,  z,  u,  v  in  dieser  Gleichung  sind  respective 

\alca\,     \abcb\,     \abcc\,     \alcä,\,     \a'bce\, 

•welche  alle  null  sind  :  die  drei  ersten,  weil  sie  zwei  identische  Colonnen 
haben  und  die  beiden  letzten,  weil  nach  unserer  Hypothese  die  ersten 
ünterdeterminanten  von  R  null  sind.  Mithin  ist  {UiliCz  F4)  =  0,  und  da 
Fi,  F2,  F:  null  sind,  so  hat  man 

{aib2C,)F,  =  0; 

da  nun  («i  J2C3)  nicht  null  ist,  so  ist  F^  =  0.  Ebenso  lässt  sich  beweisen, 
dass  F3  =  0  ist  für  beliebige  Werte  von  u  und  v  und  fiJr  diejenigen 
Werte  von  x,  y,  z,  die  sich  aus  den  obigen  Gleichungen  ergeben. 

Diese  Beweisführung  ist  eigentlich  der  Theorie  der  linearen  Gleichun- 
gen entlehnt,  welche  wir  im  folgenden  Kapitel  behandeln  werden. 

Beispiel. 


R  = 


ist  null  mit  seinen  Unterdeterminanten  des  vierten  und  dritten  Grades ; 
die  Unterdeterminante  0,^2  —  ßj5i  =  —  1.  Folglich  kann  man  2,  «,  ^ 
als  beliebige  Zahlen  betrachten,  und  die  Gleichungen 

x  =  — z-\-ii  —  2v,     y  =  —  z  —  ii-\-v, 

bestimmen  die  entsprechenden  Werte  von  x  und  y. 

C.  Eigenschaft  der  ünterdeterminanten  einer  Null-Determinante,  die 
ebenfalls  null  sind.  Ist  eine  gewisse  Zahl  von  Unterdeterminanten  einer 
Null-Determinante  ebenfalls  null,  so  ergiebt  sich  von  selbst,  dass  auch 

(4) 


1 

2 

3 

1 

0 

3 

5 

8 

2 

1 

7 

4 

11 

.3 

10 

6 

5 

11 

-1 

7 

-1 

3 

2 

4 

-5 
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andere  Unterdeterminanten  null  sind.  Der  Kürze  halber  wollen  wir  uns 
mit  einem  Beispiel  begnügen.  Es  seien  in  R  =  {ahcde)^ 

Es  =  [aihzcj,)  =  0,    —  D5  =  {aibice:)  =  0, 
und  (aib2C„)  von  Null  verschieden. 
Es  seien  ferner 
1  =  —  (aj^:cO,     '>n^={aih_c.),    n  =  —  {aibiC^),    p=^{aibiCs) 
die  den  Elementen  der  vierten  Colonne  der  Determinanten  D  und  E 
entsprechenden  Unterdeterminanten.  Nach  der  zweiten  Eigenschaft  der 
Unterdeterminanten  ist 

la,-\-mai-\-7ia-.-\-pak  =  0,  (1) 

lb,-{-mbi-\-nh-]-ph  =  0,  (2) 

ICi  -h  mc2  -\-  nc:  -i-pCi  =  0;  (3) 

und  ferner,  da  E5  =  0  und  D5  =  0, 

Id, -\-md2-{-nd3 -\-2^di  =  0,  (4) 

lei  +  me-  -f-  ne:.  -j-  pe^  =  0.  (5) 

Die  Unterdeterminanten,  die  sich  in  R  befinden,  nämlich  As  =  {biCid-^et), 

Bj  =  —  ia[C2d:e;),  Cs  =  {aibidzet),  sind  ebenfalls  null ;  A5,  z.  B. ,  nach 

N°  20,  II  wegen  der  Gleichungen  (2),  (3),  (4),  (5).  Die  Relationen  A5  = 

Bs  =  Cj  =  Ds  =  Es  =  0,  kann  man  abgekürzt  schreiben 

üt    bi    C{     d\     et 

0,2  b2  C2  di  63 
ß3  b:.  Cr,  d-,  €r. 
tti,      hi      C4      d%      Ca 

oder 

0=  II  abcdeW  (Zeilen  1234). 

Es  ergiebt  sich  übrigens  aus  diesen  Relationen 

R  =  I  abcde  \  =  asA,  +  hS-o  +  C5C5  +  f/sDs  +  ^sEj  =  0. 
2»    Gesetzt  (a,  J .  Cs)  =  0,  {aib2dz)^0,  («i  J2  e»)  =  0,  und  (a,  Jj) 
sei  nicht  null.  Schreiben  wir  r  =  [a-i  It),  ä  =  —  («i  b:.),  t  =  (a,  ^j),  so 
ergiebt  sich  leicht 

ra,  -\-sa:i-\-ta-,  =  0,    rb,  -\- sbi-\- ibs  =  0; 
rct  -f  sc,  -f  iCi  =  0,     rd,  +  sdt  -\-td,=0,     re^  +  862  +  tes  =  0. 
Alle  Determinanten,  die  sich  ergeben  durch   Tilgung  von  je  zwei 
Colonnen  aus  der  Tafel 

fli     /'[     c,     dt     Ci 
o-i     bi     C'j    di     €2 

ö;      6:      C:      d:,      6:. 


=  0, 
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sind  null.  Man  kann  das  schreiben  ||  abcäc  \\  (Zeilen  123)  =  0,  und  dieses 
führt  offenbar  zu  As  =  Bs  =  C5  =  Dj  =  Es  und  R  =  0. 

3°  Gesetzt  (01^2)  =  0,  («1  d)  =  0,  (oi  d2)  =  («i  62)  =  0  und  a  sei  nicht 
null.  Aus 

und  den  vorausgesetzten  Relationen 

aJh  —  aib,^=0,  diCi  —  «204  =  0,  «1^2  —  «2^1  =  0,  a^e2  —  «2^1=0, 
folgt,  dass  alle  Determinanten,  welche  sich  ergeben  durch  Tilgung  von 
je  drei  Colonnen  aus  der  Tafel 

tti     hl     C\     dl     Ct 

«2         &2         C2         d-         6-2 

null  sind.  Man  kann  das  schreiben  :  0  ^  ||  abcde  ||  (Zeilen  12),  und 
dieses  führt  zu  R  =  0. 

üebungsanfgabe.  *49.  Eine  symmetrische  Determinante  (Ueb.  25)  ist,  absolut 
genommen,  dann  ein  vollständiges  Quadrat  bezüglich  der  Elemente  einer  Zeile 
(oder  Colonne),  wenn  die  dem  auf  der  Hauptdiagonale  gelegenen  Element  dieser 
Zeile  (Colonne)  correspondierende  Unterdeterminante  T  null  ist.  Zum  Beweis 
dieses  Satzes  bemerke  man,  dass  für  die  Unterdeterminante  von  T  Ars  =  A«»-  ist, 
und  dass  ausserdem,  weil  sie  den  Wert  Null  hat,  Ä-i«  =  Au-  A««.  Man  bildet  dann 
die  Determinante  mittelst  der  Elemente  der  betreffenden  Zeile  und  der  ihr  ent- 
sprechenden Unterdeterminanten,  dann  ferner  diese  vermittelst  der  Unterdetermi- 
nanten von  T. 

**50.  Eine  hemisymmetrische  Determinante  (Ueb.  20, 26)  von  geradem  Grade  ist, 
absolut  genommen,  das  Quadrat  einer  rationalen  Function  ihrer  Elemente.  Man 
bringe  den  Ausdruck  {ax  -\-by  -{•  cz)-  in  die  Form  einer  hemisymmetrischen  Deter- 
minante. Man  beweise  diesen  Lehrsatz  wie  den  obigen,  indem  man  berücksichtigt 
(Ueb.  26),  dass  die  Unterdeterminante  T  eines  Elementes  der  Diagonale  null  ist. 
Die  Quadratwurzel  einer  hemisymmetrischen  Determinante  heisst  Pfaßen  (fran- 
zösisch), Pfafßan  (Englisch)  (Cayley),  Halbdeterminante  (deutsch)  (Seheibner). 

Diese  beiden  Sätze  können  auch  auf  einfache  Weise  mittelst  des  von  Janni 
(N''  20,  A,  III)  angegebenen  Verfahrens  bewiesen  werden. 

**51.  Wenn  eine  hemisymmetrische  Determinante  2n^*°  Grades  zugleich 
symmetrisch  ist  bezüglich  ihrer  zweiten  Diagonale,  so  kann  man  sie  als  Quadrat 
einer  Determinante  «*«"  Grades  darstellen,  indem  man  zu  jeder  ^^en  Zeile  (Colonne) 
(q  =  oder  <  n)  die  (2w  —  g  +  1)'^  hinzulügt  (Günther).  Vergl.  Ueb.  44. 

**52.    Die  aus  den  Elementen  A«Jt    gebildete  Determinante,  nämlich  : 

(All,  Aaa,  ••.,  Ann) 

wird  die  adjungierte  oder  recipro\e  Determinante  der  Determinante  («n  a^  ■■■  Onn) 
genannt;  sie  wird  samt  ihren  Unterdeterminanten  und  den  Unterdeterminanten 
letzterer  gleichzeitig  mit  der  ursprünglichen  Determinante  zu  Null  (n"  14,  Zusatz 
und  20,  A,  III).   Folglich  enthält  die  adjungierte  Determinante  ihre  Ursprung- 


0\       Cx 

^2        Ci 

1),      Cz 
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liehe  einmal  weniger  als  Factor  als  in  derselben  Zeilen  vorhanden  sind 
(19,  III);  demnach  ist  die  adjunj^iii-rte  Determinante  von  R  gleich  R"~'  (Cauehy) 
(Vergl.  N""  25,  Ueb.  67).  Die  adjungierte  Determinante  ändert  sich  nicht,  wenn 
man  an  die  Stelle  jeder  Unterdeterminante  Art  das  Complement  (—  l)'+*Att 
(S.  N'  15,  Ueb.  27)  von  ort  (N'  9,  Ueb.  15)  setzt. 


III.  Summen  und  Producte  von  Determinanten. 

91.  Abgekürzte  Bezeichnung  Jür  die  Determinanten.  I.  Wir  bezeichnen 
in  diesem  Paragraphen  die  Determinanten,  in  welchen  die  Indices  der 
Colonnea  durch  Buchstaben  ersetzt  sind,  mittelst  dieser  zwischen  Striche 
gesetzten  Buchstaben.  Also  : 

«1 
!  ahc  I  =     «2 

Mit  Hilfe  dieser  übrigens  bereits  angewandten  Bezeichnung  kann  man  die 
Eigenschaften  I,  III,  IV,  V  für  die  vorige  Determinante  i'olgenderraas- 
sen  ausdrücken  : 

I  ma^  b,  c,  I  oder  |  (ma^bc  |  =m  |  abc  |  ;  (1) 

\  abc  \  =  —  \  acb  \  =  \  cab  \  ^^  —  \  bac  \  =  \  ica  |  =  —  |  cba  \  ;  (3) 

I  flflc  I  =0;  I  abb  I  =0;  etc.  (4) 

I  a  4-  'mb,  b,  c  \  oder  |  {a  -}-  mb)bc  \  =  |  abc  \  .  (5) 

II.  Betrachten  wir  die  Grundpermutation  abcde  einer  bestimmten 
Anzahl  von  Buchstaben  und  eine  beliebige  andere  Permutation  baedc, 
so  sehen  wir,  dass  man  von  der  Determinante  R  =  |  abcde  \  zu 
R' =  I  baedc  \  durch  eine  Anzahl  von  Colonnenvertauschungen  gelangt, 
welche  gleich  ist  der  Anzahl  der  Elementenvertauschungen,  durch 
welche  wir  die  Permutation  baedc  aus  der  Permutation  abcde  ableiten. 
Je  nachdem  diese  beiden  Permutationen  von  derselben  Classe  sind  oder 
nicht,  ist  diese  Anzahl  gerade  oder  ungerade,  und  demnach  haben  R  und 
R'  dasselbe  Zeichen  oder  nicht.  Die  oben  gegebenen  Gleichungen  (3) 
sind  eine  Anwendung  dieser  Bemerkung. 

III.  Betrachten  wir  die  Determinante 

I  (3id,  «2«,  e-,<?,  0^4^,  75C  I  , 

in  welcher  alle  Elemente  einer  Colonne  mit  demselben  Factor  multipli- 
ciei't  sind,  der  durch  den  dem  lateinischen  Buchstaben,  der  die  Colonne 
characterisiert,  entsprechenden  griechischen  Buchstaben  dargestellt  ist; 
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hat  ausserdem  dieser  griechische  Buchstabe  einen  Index,  der  gleich  dem 
Rang  dieser  Colonne  ist,  so  ist  diese  Determinante  gleich 
ßiot.2S-Jiy5  I  baedc  \  =  ±  ßia^e-^^r/s  \  abcde  \  , 
wo  das  Zeichen  -|- oder  —  gilt,  je  nachdem  die  Permutation  baedc  oder 
ßaedy  gerade  oder  ungerade  ist. 

Ä«.  Sechste  Eigenschaft.  Wenn  alle  Elemente  einer  Colonne  {oder 
Zeile)  einer  Determinante  Polyyiome  von  m  Gliedern  si7id,  so  ist  diese  Be- 
tenni^iante  gleich  der  Summe  von  m  Determinanten,  welche  man  dadurch 
erhält,  dass  7nan  in  der  wspriinglichen  Determinante  successive  jedes 
Polynom  durch  eines  dieser  Glieder  ersetzt. 

Es  genügt  dieses  Theoi'era  für  den  Fall  einer  Determinante  von  neun 
Elementen  abzuleiten.  Sei  zum  Beispiel  : 

rti  =  a\  -\-  a'l  -f  a'^',     a-2  =  a\  -f  a'l  +  a'^' ,    a,  =  a'.  +  o'/  +  a'I' , 
so  hat  man  : 

I  a'  +  a"  +  a'",  h,c\  =  \  («'  +  a"  +  a'")  bc  \  = 

I  a'hc  1  +  I  a"hc  I  +  [  a"'hc  \  ;  (6) 

denn  die  erste  dieser  Determinanten  ist  gleich  : 

{<  +  a'I  +  a'[')  A,  +  («;  +  <  +  <')  A,  +  («1  +  al^  +  <')  A3; 
die  andern  sind  beziehungsweise  gleich  : 

a\  A,  -j-  «',  A2  +  «3  Aj, 

<  A,  +  «2  A'2+  a'-l  A3, 

<'A,  4-  <'A2  +  <'A3. 

Zusatz.   Wenn  die  Elemente  mehrerer  Colonnen  {oder  Zeilen)  Polytiome 

sind,  so  kann  man  die  im  vorigen  Satze  enthaltene  Methode  der  Zerlegung 

mehrere  Male  anwenden. 

Beispiel.  Mittelst  dieses  Zusatzes  findet  man  : 

I  a'  +  a",  h'-\-h"  \  =  \  {a'  -\-  a")  {h'  + 1")  \  = 
I  a',  h'  +  h"  I  oder  1  a' {V  -{-  b")  \  +  |  a" ,  l'  +  h"  \  oder  |  a"  {¥  +  h")\ 
=  I  a'b'  I  +  I  a'b"  \  +  |  a"b'  \  +  |  a"b"  \  .  (6') 

Anmerkung.  Die  Eigenschaft  V  ist  eine  Folge  der  Eigenschaften 
I,  IV,  VI.  Es  ist  möglich  auch  die  Eigenschaft  I  aus  VI  abzuleiten, 
wenn  man  successive  für  m  (N'  10)  eine  ganze,  gebrochene  oder  incom- 
mensurable  Zahl  nimmt. 

Uebungsaufgabe.  53.  Man  zerlege  : 


flja,  +  biß^  tti^i  +  bißi 


I   «1=^1  +  ^1=^2  Cißi  +  btßi 

!  a»x,  -{-bicc.       aißi-\-bißt 
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54.  Zerlege  ebenso  : 

1  flia,  +  b,ßi  +  Ci/i         at^t '[-  bißi  +  c,yi  1  ^ 
I  «1«, +  Mi+<^i/«         ai'x.i-\'btßi-]'Ci/i  I 

55.  Man  hat 

I  a'\-a'x  \-a"x-,b,e  \  =  |  a,b,c  \+a;\  a\b,c  |  4-^'  |  a",b,c  \  . 

«3.  Mnemotechnische  Regel  für  die  Eigenschaf te7i  I,  IV.  V,  VI. 
Um  die  Gleichungen  (1),  (6),  (6'j  wiederzufinden,  bemerke  man,  dass  ; 

{ma)bc  =  ni.aic, 

(a'  _^  a"  -I-  a"')bc  =  a'bc  -\-  a"hc  +  a"'hc, 

(rt'  _i_  a")  {V  -\-  h")  =  a'h'  -\-  a'b"  +  a"b'  +  a"b"; 

in  diesen  Gleichungen  geht  die  rechte  Seite  durch  Ausführung  der  auf 

der  linken  Seite  angezeigten  Multiplication  hervor. 

Dieselbe  Regel  gilt  für  die  Eigenschaft  V,  wenn  man,  zufolge  der 
Eigenschaft  (4),  jedes  Product,  worin  derselbe  Buchstabe  zweimal  vor- 
kommt, durch  Null  ersetzt.  Folglich  hat  man  : 

I  {a  -\-  mb)bc  |  =  ]  «k  |  +  w  |  Wc  |  =  |  aJc  |  +  0  =  |  aic  |  . 
Diese  Regel  setzt  uns  in  den  Stand,  gewisse  Determinanten  sehr 
schnell  berechnen  zu  können.  Zum  Beispiel  : 

\  a  -\-  b,b  -^  c,  c  -\-  a  \  ^  \  abc  \  -\-  \  bca  \  =  2  \  abc  \  \ 
\  a  —  b,h  —  c,c  —  a  I  =  I  flk  I  —  I  kfl  I  =  0. 
Uebungs aufgäbe.  56.  Man  suche,  im  allgemeinen,  den  Wert  von 
I  S  — fl,    S  — 5,    S-c,...  I  , 
wenn  Q  =  a-\-b -\-c-\-...  ist. 

57.  Man  finde  den  Wert  von  |  rt  +  «,  i-)-/3,  c -|--/  1  .  Man  verallgemeinere 
folgende  Relationen  : 


■1- 


«1     *< 

^2       ^2 
«3       *3 

+  x 

*2       Cj 
*3       «3 

+  y 

CZ       «3 

4 

a 

a 

,     b. 

a^-\-  X         6j            <:< 

+  xyc-  +yzai  -{-zxö^  -\-xyz  = 

«2         ^ä  +  y       ^j 

«3                          63                 Cr,-\-Z 

> 

a«    b% 
di    bz 

0 

0     Cs 
h     0 

+  ^'        J 

,    0 

Ö3 

c, 
0 

+ 

Cz 

0     b 
a,     ( 

1 
) 

ß.d.Cj. 


Man  setze  in  der  ersten  Relation  x  —  y  ^^z:  dann 

58.  Man  verallgemeinere  die  foljjende  Relation  (Brioschi) 
fl»*,  —  a^bi       biC,  —  61C-       Cid,  —  Cfdi 
a-.b,  —  a,lh        b-^Ci  —  b,c-,       Csd,  —  c,d-' 
a^b, — fli^i       biC,  —  b,Ct       Cid, — Cjd« 


=  —  biC  l±a,bapidi. 
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A4.  Siebente  Eigenschaft  Das  Product  zweier  Determinanten  A''" 
Grades  lässt  sich  ebe?ifaUs  als  eine  Deteroninante  Ä'*"  Grades  darstellen, 
deren  Elemente  die  Summen  der  Producte  aus  den  Elementen  jeder  Zeile 
oder  jeder  Colonne  der  ersten  Determinante  mit  den  entsprechenden  Ele- 
menten jeder  Zeile  oder  jeder  Colonne  der  zweiten  Determinante  sind. 
Setzt  man  also  p  ==  mn,  und  ist  : 


m  = 

öl 
a- 

b, 

= 

öl        Ö2 

hi     I2 

y  n 

«.   ß, 

«2         ß2 

= 

1  '^' 

Iß. 

«2 

/3. 

> 

so  bat  man  : 

P  = 

aioci  -\-  b,ß, 

«2«!    +   Ihßl 

äsCf.i  -\-  b,a2 

02«!    +    ^2^2 

ß.ßl    +Ä|ß2 
fljß.    -f  Ä2ß2 

atixi  -f-  ÖL.ß, 

'^la,. +Ö2ß2  1 

ßl«:    -\-  a-2<X2 

ß.ßl    +fl«ß2    i 

i 

J.a,  +  l 

2ß, 

biOL-i 

+    62ß2 

^,a,  -j-J 

2^2 

&.ß. 

+    &=ß2 

Es  genügt,  dieses  Theorem  für  zwei  Determinanten  von  je  neun 
Elementen  nachzuweisen,  was  wir  jetzt  thun  wollen;  es  seien  die 
gegebenen  Determinanten  : 

\  abc  \  ,  \  aßy  |  . 

Das  Product  derselben  ist  die  nach  der  gegebenen  Regel  gebildete 
Determinante  : 

P  =  I  öa,  +  hßi  -\-Cyi,     aoi.2  +  hß-2  -f-  C72,     aa-,  -f  ^ß;  +  cy-,  \  . 
Nach  N'  23  genügt  es,  um  P  zu  finden,  die  Glieder  des  Productes  : 
P'  =  (««,  -f  Jß,  -f  cy,)  (a-M  +  ^ß2  +  cy^)  {aa,  +  bß:  +  cys) 
zu  bilden,  ohne  die  Reihenfolge  der  Pactoren  umzukehren;  diejenigen 
Glieder,   in  welchen  einer  der  Factoren  0,  J,  c,   öfter  als  einmal  vor- 
kommt, gleich  Null  zu  setzen,  und  endlich  die  noch  übrigen  Glieder 
dadurch,  dass   man   sie    zwischen   Striche   einschliesst,    in  Determi- 
nanten zu  verwandeln.   Nun  enthält  das  Product  P'  siebenundzwanzig 
Glieder,   welche  man  dadurch  erhält,  dass   man  alle  Permutationen 
der  Buchstaben  a,J,c  mit   Wiederholung  bildet  und  zur  Seite  dieser 
Buchstaben   die   entsprechenden   griechischen    Buchstaben,    mit   dem 
geeigneten  Index  versehen,  setzt.  Wenn  man  von  diesen  Perrautationen 
alle  diejenigen,  in  welchen  Wiederholungen  vorkommen,  unterdrückt, 
so  bleiben  die  sechs  Permutationen  der  Buchstaben  a,b,c  ohne  Wieder- 
holung, welchen  die  sechs  partiellen  Determinanten 

Ciß'^z  I  abc  I  -{-a^y■>ßö  \  acb  |  -fyia.ß:  |  cah  \ 
-\-ßicf.2y-o  I  bac  I  -\-ßty2c/.i  \  bca  |  +'/iß2a5  \  cba  \ 
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entsprechen.  Jede  der  Determinanten  |  ßcZ»  |  ,  |  cab  |  ,  u.  s.w.  ist  gleich 
-f-  I  ahc  I  oder  —  |  abc  \  ,  je  nachdem  die  entsprechende  Permutation 
acb  oder  ayß,  cab  oder  -/aß,  ....  gerade  oder  ungerade  ist.  Also  ist 

P  =  \  abc  \  \  aißjys  —  xr/ißs  -{-'/iXtßz  —  ßia:73  +(3i7-.'a3  —  -/sß:«,  j, 

oder 

P=\abc\\..py\  . 

Andere  Form  derselben  Beiveis/ührung.  Es  sei  A  =  lau  a^i  Ä53),  B  = 
(^1  bi-i  J33),  C  =(cii  C-.  C-.3),  Cki  =  «11  bkx  -[-«.=  ^*:  +a.!  it3.  C  lässt  sich 
zerleeren  in  27  Determinanten  von  der  Form 


«l;,/'l,,         rtl'-i/'l.,         flSr/^lr 

a\Jo:p    Ujqbi,,    a-,rb2r 
a,pb-,p    a2,,h-„i    a-.rb^r 


aipd^ijCljr 


b,j,         b,q 

b.r 

b'p        biq 

b,r 

b.p    b,q 

b,r 

in  welchen  f,  q,  r  je  einen  der  Indices  1,  2.  3  bezeichnet.  Sind  zwei 
dieser  Indices  f^q^f  gleich,  so  ist  die  entsprechende  Determinante  null; 
ist  fq^r  eine  gerade  Permutation  von  1,2,3,  so  ist  das  zweite  Glied 
obiger  Gleichung  gleich  B  multipliciert  mit  ö,;,  a-i,,  ösr.dera  Gliede  von  A, 
welches  dieser  geraden  Perrautation  entspricht;  ist  'pqr  eine  ungerade 
Permutation  von  1,  2,  3.  so  ist  das  zweite  Glied  der  Gleichung  gleich  B 
multipliciert  mit  —  ßip  «2,  a-.r,  dem  Gliede  von  A,  welches  dieser  unge- 
raden Permutation  entspricht.  Mithin  ist  C  =  B  X  ^  =t  ö^i "  ö::«;;  =  AB. 

Man  sehe  auch  N'25,  Ueb.  68;  29,  Ueb.  80. 

Uebungsaufgaben,  59.  Wenn  man  in  der  Relation  p  —  mn,  i=[^  —  l  und 
at~r-\-si,     —Ui^t  -\-  W,     a,  =  p  +  ai,     —  a.  =  r-f-ui, 
Öe  =  r  — J»,  bi^=t—ur,     /94  =  /3  — 0»,  ^,=T  — ut" 

setzt,  80  ergiebt  sich  das  folgende,  von  Euler  gefundene  Theorem  :  Bas  Product 
zweier  Summen  von  vier  Quadraten  kann  auf  vier  verschiedene  Arten  die  Form  einer 
Summe  von  vier  Quadraten  annehmen. 
60.  1»  Das  Product  zweier  Zahlen  von  der  Form 


-pS  _f-  y3  -|-  2«  _  Sxyz 


kann  auf  dieselbe  Form  gebracht  werden.  *Im  allgemeinen  ist  das  Product  zweier 
Circulanten  eine  Circulante  (Souillart). 

■2°  Die  folgenden  Determinanten  sollen  jede  als  ein  Product  zweier  Determinan- 
ten ausgedrückt  werden : 


X 

y 

z 

s 

X 

y 

y 

z 

X 

axi  +  cz, 

0 

fx^Argix 

a*  +  bc 

ab 

bd 

aXt  +  bi/i  +  cZi 

dy. 

fXi^gZi 

, 

ac 

bc  -1-  de 

df 

bVz  +  cz. 

dyT, 

9^-0 

cc 

ef 

de\P 
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«5.  Anwendungen.  I.  Flächeninhalt  des  Dreiecks  (Vgl.  N'  29, 

Beispiel).  1°  Betrachten  wir  drei  Systeme  rechtwinkliger  Coordinaten, 

von  welchen  das  zweite  denselben  Ursprung  hat  als  das  erste,  und  mit 

ihm  den  "Winkel  a  bildet,  das  dritte  gleichgerichtet  mit  dem  zweiten, 

aber  mit  einem  anderen  Ursprung,  und  seien  in  diesen  drei  Systemen  : 

(^.=0,  •/],  =0;  X,  =0,  Y,  =0;  x„y,), 

{^2,  ■/i=  =  0;  X2,  Y2;  X,,  y,), 

(^3,  -fii-,  X3,   Vs;  Xi.  yz), 

die  Coordinaten  der  drei  Punkte  1,2,  3;  rfi2,(?23,  du  die  Quadrate  ihrer 

gegenseitigen  Entfernungen  ;  T  der  FJächeninhalt  des  Dreiecks  1  2  3,  in 

absolutem  Wert  ausgedrückt.  So  hat  man  successive  : 

Xu  cos  cf.  —  Y3  sin  a,     X2  sin  a  -|-  Y2  cos  a 
X3  cos  a  —  Y3  sin  a,     X3  sin  a  -|-  Y3  cos  a 


?    y.    

'r 

rr2 

_ 

43 

'n-o 

X2        Y2 

cos  a     - 

X5      Y: 

sin 

X 

—  sin  a. 
cos  a 
0 

X2—Xx 
Xj — X\ 


X2 
X3 


Y2 
Y3 


X-2 

x-^ 


2'  Sei  noch 


2T  = 


0 

Xi 

X2 

X-, 


0 


0 

y^-y^ 
y-—y^ 


2T  = 


X2 
Xr, 

1 

0 
0 
0 


-  x^ 

-  X 

y-- 

^3 


2/2  —  y. 
yi  —  yi 


0 

^^3 


0 


4T»  = 


Durch  Multiplication  dieser  beiden  Ausdrücke  ergiebt  sich  : 

0  11  1 

1  x\^7j\        x,x^A^y,y.^       x,x.^A^y,y.^ 

1        a?,«2^-y^y2        ^2  +  ^2  ^2^3  +  2/22/3 

1  x^x.^-\-y,y.  x,x.^-\-y^yz  ^3  +  ^1 
Multiplicieren  wir  die  drei  letzten  Zeilen  mit  —  2,  dividieren  wir  die  erste 
Colonne  durch  —  2,  und  addieren  wir  die  erste  Colonne  und  die  erste 
Zeile,  nachdem  wir  sie  successive  mit  {x\  -f-  y\),  [xl  4-^2),  [xl  -\-y\) 
multipliciert  haben,  beziehungsweise  zu  den  drei  letzten  Colon nen  und 
zu  den  drei  letzten  Zeilen,  so  kommt : 

Olli 
1         0       d,,      d,. 
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0 


d.. 
0 
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10    0     0 

0 

1 

0 

0 

0      1 

1         1 

0     1    a;i    yi 

1 

0 

x\ 

y\ 

1  d,, 

^12    ^^^ 

0     1    Xi    y-i 

1 

0 

x. 

y't 

1  d._, 

d,,    d,, 

0       \      X-,     7Ji 

1 

0 

x'. 

y\ 

1      ^:>. 

d'   d'.. 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  bekannte  Formel 

T»  =;;  ip  —  a){p-  h)  (p  —  c), 
wenn rt»  =  d,,y b' =^d.^.c' =  d,,,2p  =  a  +  b-\-c{s.f\' \0, 19,  Ueb.48). 

3"  Setzt  man  diese  Determinante  gleich  Null,  so  ergiebt  sich  die  Bedin- 
gung dafür,  dass  die  drei  Puncte  1,  2,  3  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

4"  Man  findet  ebenso,  für  zwei  Dreiecke  AjA^A^,  A'jAjAj,  von  wel- 
chen die  Ecken  zu  Coordinaten  (x, ,  yi),  {X2,  y-i),  {x-, ,  y:),  und  {x\,  y\), 
{^'ii  y'i)^  (^3>  y'ö)  haben  und  die  Flächeninhalte  T  und  T'  sind, 
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dr,  bezeichnet  das  Quadrat  von  A,  A^. 

II.  Halbmesser  des  einem  Dreieck  umgeschriebenen  Kreises.  1°  Nimmt 
man  den  Ursprung  im  Mittelpunct  des  Kreises  an,  so  ist : 


_4TäR»  ^ 


woraus  folgt,  wenn  a,  b,  c  die  Seiten  des  Dreiecks  bezeichnen : 

±  4RT  =  uhc. 
2°  Fi)r  zwei  eingeschriebene  Dreiecke,  findet  man  (wir  gebrauchen 
die  Bezeichnungen  von  I,  4«') 

32TT'R«=     d^^       d, 

^5  1  ^3; 

III.  Das  Product  der  Gleichungen  in  /  : 

« — >        Ä  g  a-\-l        h  g 

h       b—l         /       =  0,         h        *+>.         /       =  0. 
g  f  c—l  g  f  c-f) 

ist  eine  Gleichung  von  derselben  Form  in   /^  welche  man  schreiben 
kann  : 

/o_  L>'-f  M>-  — N  =  0; 
wo   L,  M,  N  positive  Grössen  sind,  wovon  man  sich  leicht  überzeugen 
kann.    Es   ist   klar,    dass    diese   Gleichung    keinen    negativen    Wert 
für   A'  giebt.    Hieraus    schliesst   man,    dass   die   beiden    ersten   Glei- 


R     x^ 

yK 

—  R    a;, 

y. 

1 

8 

0     d,. 

^,3 

R    X, 

^2 

—  R     ^2 

^2 

d,,     0 

^23 

R    X, 

Vz 

—  R    a-. 

y-. 

d,.    d,. 

0 

d.. 
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chungen  keine  imaginären  Wurzeln  von  der  Form  s  y/ —  1  haben ; 
ferner,  dass  sie  keine  imaginären  Wurzeln  von  der  Form  r-}-  s\/ —  1 
haben  können,  wie  man  sieht,  wenn  man  a,  J,  c  durch  a  —  r,  J — r,  c — r 
ersetzt  (Sylvester). 

üelungsauf gaben.  61.  Die  für  das  Dreieck  angegebene  Formeln  soll  man  auf 
das  Tetraeder  ausdehnen. 

*62.  Die  Lagrange'sche  Relation  zwischen  den  gegenseitigen  Abständen  von  vier 
in  einer  Ebene  gelegenen  Puncten  ergiebtsich  nach  Cayley,  durch  Multiplication 
der  Null -Determinanten 


3>\+y\ 


0 
—2a?, 


0 


0 


x\^y\ 


0 

1 

1 

1 

1 

l 

0 

>.-2 

h: 

hi 

1 

^21 

0 

>2ö 

>2  4 

1 

Hi 

h2 

0 

>Ö4 

1 

>M 

>42 

>'.ö 

0 

^il-y?  -2a;,  -2^4  1  ü|l  X,  y,  x\+y\  0 
Aehnlicherweise  erhält  man  eine  Relation  zwischen  den  Abständen  A^.A^  =  V^^rs 
der  Puncto  von  zwei  Gruppen  (A, ,  A2,  A-,,  A4),  (Aj,  A'^,  A'3,  A'4)  in  derselben 
Ebene;  zwischen  den  gegenseitigen  Abständen  von  fünf  Puncten  im  Räume  oder 
zwischen  den  Abständen  A^A^.  der  Puncto  von  zwei  Gruppen  (A,,  A»,  A5,  A4,A5), 
(A'i,  Aj,  A'j,  A',,  Ag),  im  Räume. 
Ersetzt  man  a;,.,  y^  durch (a-^  :  a,  y^  :  h)    in    der  Lagrange'schen  Relation  und 

a;-      y- 
liegen  die  Puncto  A,,  A,,  A3,  A^  auf  der  Ellipse  -^-|-  — =  1,  so  tindet  man  : 


=  0,    )„D„  =  <^r 


wo  rf,.^  =  (A,.Aj)',  V»^v*  =  '^j-s  "'^'^  ^Yt  ^^^  Länge  des  zu  A,.A^  parallelen  Durch- 
messers bezeichnet  (Briosehi). 

**63.  Unterdrückt  man  eine  Zeile  und  eine  Colonne  in  den  Determinanten, 
welche,  gleich  Null  gesetzt,  die  in  Aufgabe  62  geforderten  Bedingungen  aus- 
drücken, so  findet  man  die  Bedingung,  unter  welcher  vier  Puncto  auf  einem  Kreis, 
oder  fünf  Puncto  auf  einer  Kugel  liegen  (Vergl.  N^  14,  Ueb.  22). 

♦*64.  Man  erhält  die  Relation  zwischen  den  vier  Puncto  auf  der  Einheits- 
kugel verbindenden  Bögen,  indem  man  das  Quadrat  der  Null-Determinante 
I  cos  fl,  cos  h,  cos  c,  0  I  bildet.  Hier  bezeichnen  cos  at,  cos  hi,  cos  Ci,  (1  =  1,  2,  3,  4) 
die  Coordinaten  der  vier  Puncto. 

♦•*65.  Die  Fläche  T  eines  Dreiecks  von  den  Seiten  a,  i,  c,  welcher  einer  Ellipse 
mit  den  Axen  2A,  2B  eingeschrieben  ist,  ergiebt  sich  aus  der  Formel : 

4T.a'i'c'=::  ABööc, 

wo  2a',  2b' ,  2c'  die  zu  a,  b,  c  parallelen  Durchmesser  bezeichnen  (Joaehims- 
thal).  Man  gelangt  zu  diesem  Resultate  durch  Multiplication  der  Determinanten 


2T 
AB 


X 

— » 
A 


B 


,  1 


2T 


|._> 
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So  kann  man  auch  das  Product  von  zwei  verschiedenen  derselben  Ellipse 
eingeschriebenen  Dreiecken  erhalten.  Auch  kann  man  ähnlicherweise  die  Fläche 
eines  der  EUi^Jse  umgeschriebenen  oder  conjiigierten  Dreiecks  ausdrücken 
(J.  Neuberg). 

Die  Fläche  eines  der  Parabel  oder  gleichseitigen  Hyperbel  eingeschriebenen 
Dreiecks  kann  man  aus  dorn  Satze  von  Cauchy  (N'  19,  2'«'  Beispiel,  1")  ableiten. 

66.  Man  finde  die  Theoreme  in  Ueb.  16  der  Einleitung  und  in  N'  53,  Ueb.  58, 
durch  Multiplication  zweier  Determinanten. 

67.  I.  Die  Determinante  p=  I  A,  B,  C,...  |,  deren  Elemente  die  Unterdetermi- 
nanten von  R=^\a,  b,  c,...  \  sind,  wird  die  adjungierte  Determinante  von  R  genaniit 
(s.  20,  Ueb.  52).  Besteht  p  aus  «-'  Elementen,  so  hat  man  Rp  =  R",  p  =  R"-'; 
folglich  p  =  0,  wenn  R  =  0. 

*II,  Die  Unterdeterminanten  von  p  haben  analoge  Eigenschaften  (Vgl.  N''  29, 
Ueb.  79)  (Cauohy).  Wenn  (aib^c-J.es)  =  A,  bo  hat  man  die  folgenden  Relationen  : 

(A,BjC3D,E5)  =  A*,   (B,C3D,E5)=ßiA5,    {C,D,E,)  =  {a^b^)^^, 
(D,E5)  =  (fl,öjC3)A,    E.^  =  {a^b2C^d,). 
Man  verallgemeinere  die  folgende,  von  Studnioka  gegebene  Relation  : 


A, 

A4 


oder 


A 

i       B, 

c, 

D. 

0         1 
0         0 

0 

1 

0 

0 

X 

A,       B, 

c* 

D. 

1      *, 

Cl 

0 

< 

0      *j 

0         ^3 

C5 

0 

0 

oder 

0      b, 

Ci 

1 

ß,     * 

Ci 

d, 

«2          *J 

Cj 

d. 

«3         f>Z 

c- 

d-. 

«4          *. 

C4 

d. 

*2       <^2 

*3       C. 

R^X 


Die  analoge  Relation  für  eine  Determinante  «'*"  Grades  kann  zur  Berechnung 
derselben  mittelst  vier  Unterdeterminanten  («—  i)"'"  Grades,  und  einer  Unterde- 
terminante (m— Q)""  Grades  dienen.  Setzt  man  Ai  =  [fli],  D,  =[(fi],  u.  s.  w 
J2C3  —  biCi  =  [a,rf<],  so  erhalt  voriger  Lehrsatz  den  Ausdruck 


=  R.[a,<ZJ. 


[«.]     \.ä^\ 

Dieser  Satz  findet  eine  sehr  nützliche  Anwendung  in  der  Theorie  der  kleinsten 
Quadrate,  um  den  Ausdruck  des  Quadrates  des  mittleren  Fehlers  jeder  Unbe- 
kannten umzugestalten  (J,  W.  L.  Glaisher).  Im  Falle,  wo  D,  =0  und  di  =  x, 
d»  ^y,  d7,=^  z,  a-,  =  X,  i-,  =  Y,  C4  =  Z  ist,  findet  man  leicht  mit  Hülfe  vorstehen- 
den Satzes,  dass  R  ein  Product  von  der  Form  {mw  -[-  ny  +  pz)  (MX-f  NY  +  PZ) 
ist  (Vgl.  Ueb.  49,  50)  (Lindelöf). 

**III.  Das  ProJuct  zweier  adjungierten  Determinanten  ist  die  adjungierte  Deter- 
minante des  Productes  der  beiden  ursprimglichen  Determinanten  (Vgl.  N'  27, 
Ueb.  74). 
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68.  Man  verallgemeinere  folgende  Relation  : 


\ah\\^^\ 


ß.    *, 

ü       0 

<r,       i,       0       0 

üi     b._ 

0       0 

ffo         5.         C 

0 

>f     ^ 

^,       /3. 

—  1        0         a 

.       /2. 

^     >f 

«ä     ßi 

0        —1      c 

i       0s 

ö,         ö, 

ff, et,  4-i,a. 

«./?.+ *i/34 

ß,     //, 

ßia,  -{-biti 

«.,3,+6,;9, 

—  1      Ü, 

Ü 

Ü 

» 

0      — 1 

0 

0 

und  leite  daraus  die  Multiplicationsregel  der  Determinanten  ab  (Sardi  und 
P.  Qordan)  (Vgl.  N'  17,  Heb.  33,  Zusatz).  **Die  erste  Form  des  Products  kann 
die  Gestalt  einer  cyclosymmetrischen  Determinante  annehmen  (Ueb.  44)  (Muir). 

«©.  Zusätze.  I.  Das  Product  einer  beliebigen  Anzahl  von  Determi- 
nanten ist  eine  Determinante,  deren  Grad  den  höchsten  Grad  k  der 
gegebenen  Determinanten  nicht  übersteigt,  und  deren  Elemente  ganze 
rationale  Functionen  der  gegebenen  Elemente  sind.  Denn  man  kann  alle 
diese  Determinanten  in  die  Form  von  Determinanten  Ä'*°  Grades  bringen 
(N'  17,  III)  und  alsdann  die  erste  mit  der  zweiten,  das  enstandene  Pro- 
duct mit  der  dritten  und  so  fort  multiplicieren.  Man  findet  also  auf 
diese  Weise  : 

1  «*<?  II  ^^  I  =  I  «,  h^  --f-  cqi,  hfl  -\-cq2\  . 

II.  Da$  Quadrat  einer  Determinante  ist  eine  symmetrische  Determi- 
nante. So  ist  I  flJcl*  gleich 

a\  a-i-^-hyhn^Ci  C2  «l  +  ^'s+^l 

«I  a-,  -f- hl  h-,  -\-  Ci  Cz      a-i  ai  -\-h2hz-\- Ci  c-. 

Um  diese  Eigenschaft  allgemein  zu  beweisen,  genügt  es,  in  der  Deter- 
minante 

2  ±  Cd  C22    ...  Cnn  =  (l  dr  «11  «22   ...  flnn)^ 

den  Wert  zweier  Elemente  dk,  Cki  zu  berechnen. 

III.  Das  Quadrat  einer  Determinante  kann  man  unter  der  Form  einer 
schief  symmetrischen  Determiiiante  schreihen  (Brioschi).  Dieser  Satz 
ergiebt  sich  durch  Multiplication  der  Determinanten 

\  a,b,c,d,e,f ...  \  X  \b,  —  a,d,  ~c,f,  —  e,  ...  |  . 

♦*Muir  hat  folgenden  Beweis  angegeben  :  Man  schreibe  unter  der 
Form  einer  cjclosjmraetrischen  Determinante  mit  leerer  Diagonale  das 


«1  Ö3  -\-  bi  65  +  Ci  Cs 
02  «3  -{-bo  b3-{-  C2  Cs 

«3  +  ^3+^3 
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Product  einer  Determinante  mit  derselben  Determinante,  wo  man  die 
Zeilen  mit  den  Colonnen  umgetauscht  und  die  Vorzeichen  aller  Elemente 
geändert  hat  (Vgl.  Ueb.  44  und  68);  alsdann  ändere  mau  die  Vorzeichen 
der  Elemente  der  zweiten  Hälfte  der  Zeilen  in  der  cyclosymmetrischen 
Determinante. 

IV.  Jede  Determinante  ist  eine  Halbdeterminante  (Ueb.  50). 

Oebung  sauf  gaben.  69.  Setzt  man  $„  =  a'"  +  bm  -f  c»'  -j -j-/"*,  so  ist  für  N  = 

n  +  1  Grössen  a,  b,  c,  ...,  l  : 

1 


1 


ö- 


70.  !•  Wenn  (a,,^'i.c,),  ia2,bj,Cj),  (flf.-,,*:,Cs)  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  wel- 
che drei  von  demselben  Puncto  ausgehende  Gerade  mit  drei  rechtwinkligen 
Axen  bilden,  und  wenn  i,  /;,  v  die  von  diesen  Geraden  eingeachlossenen  Winkel 
bezeichnen,  so  hat  man  : 

I  abc  p  =r  1  —  cos^/  —  cos^//  —  cos'v  4-  2  cos  )  cos  fx  cos  V. 

2'>Man  finde  das  Product  \  abc  \  )  a'b'c'  |  zweier  analogen  Determinanten. 

71.  Jede  Potenz  einer  symmetrischen  Determinante  ist  wieder  eine  symme- 
trische Determinante. 

«».   Verallgemeinerutig  der  Eigenschaft  VII.  I.  Eine  aus  drei  Zeilen 
bestehende  Determinante  wie 

\  ay.t-\-h[tn,     aa2,-\-bßi,     aa-,,-]-bß:.  \  . 

ist  Null,  denn  sie  ist  gleich  dem  Producta  |  abc\\aßO  \  (Vgl.  Ueb. 
62  und  64). 

II    Die  aus  drei  Zeilen  bestehende  Determinante 

I  aa,  4-  iß,  -1-  cj/,  +  d'j, ,  ay.i  +  bß^  +  cy2-\-dh,  ay.,-{- bß,-\-cy:  -\-  dd,  \ 

ist  gleich  der  Summe  der  Produete  der  partiellen  Determinanten,  welche 
den  Combinationen  ohne  Wiederholung  zu  je  drei  und  drei  der  vier 
Buchstaben  abcd,  aßy^  entsprechen  (Vgl.  Ueb.  54). 

Man  bezeichnet  oft  die  den  vorstehenden  analogen  Determinanten 
folgenderweise  : 

It      Ci      dt 

h,    c,    d, 

li-,      Cr,      d:. 

Die  zwischen  die  zwei  Striche  geschriebenen  Schemata  nennt  mau 
unvollständige  odicv  rechtwinklige  Determinanten;  sie  haben,  für  sich 


ai    b, 

1 

«1 

ß'I 

ßl 

«2       b2 

X 

«2 

ß^ 

» 

(li 

az    hz 

1 

!Xz 

ß3 

a-. 

ai     ßi     '/(     ^1 

X 

a,     ß.    y,     ^2 

«:,     ß.     73     5-, 

fli 

h, 

c, 

d, 

flj 

b-2 

€■• 

d. 

a-. 

b. 

C; 

d. 
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allein   genommen,    keine   Bedeutung.    Man   schreibt  auch,  -wie  schon 
gesagt  (N'  20), 

Z»!     C\     dl 

=  II  aicd  II  (Zeilen  123)  =  0, 

um  anzudeuten,  dass  jede  der  mit  drei  Colonnen  des  Schemas  gebildeten 
Determinante  null  ist. 
üebungsaufgaben.  12.  Identität  von  Lagrange.  Man  verallgemeinere  die  Relation 

I        a\ -\' b'\ -\- c\  a, «2  +  i, *2 +  c,C2  |_|  fl,     *il-,|^i     <^iI^_l|<^i     (^i\^ 

1    «löj+^lÖo+CiC,  fl|4-iH-c2  nU,       *J  1*2       C2I  Icj      C2I 

Setzt  man  in  dieser  Gleichheit  Oi  =  m.  bi  ~  n,  c,  =  p,  a»  =  »tx  -\-  m',  b  = 
„x  4-  n',  d  =  px  +  p' ,  so  findet  man  unmittelbar  den  Wert  von  x  für  welchen 
is  =  al -[- bl -\- el  ein  Minimum  wird.  Wenn  a3  =  ntx  +  m'y  +  m",  bi=^nx  + 
n'y  +  n",  C2  —  px-\-p'y-\-p",  Oi  =  np'  —  n'p,  bi=pm'  —  p'm,Cx  =  mn'  —  »»'«, 
so  findet  man  das  Minimum  von  S  (Hermite). 

*73.  Man  verallgemeinere  die  Ueb.  69  für  N  >  «4-1. 

•*74  1°  Ist  («iias»  fl;-)  (6ii  bii  J33)  =  (Cii  c»i  C33),  so  sind  die  Relationen  zwischen 
den  Unterdeterminanten  A,  B,  C,  mit  den  zwischen  den  Elementen  bestehenden 
identisch,  wenn  man  die  grossen  Buchstaben  an  die  Stelle  der  kleinen  treten 
lässt.  Dieses  Theorem  ist  richtig  für  zwei  beliebige  Determinanten  (Cauehy). 
(Vgl.  N'25,  Ueb.  67,  III). 

2"  Gesetz  der  algebraischen  Complemente.  Aus  67,  II  leitet  man  einen  allge- 
meineren Satz  ab  :  Besteht  eine  identische  Relation  zwischen  gewissen  Unter- 
determinanten einer  oder  mehrerer  Determinanten,  oder  zwischen  diesen 
Determinanten  und  ihren  Unterdeterminanten,  so  kann  man  jede  Unterdetermi- 
nante durch  ihr  algebraisches  Complement  (N'  15,  Ueb.  27)  multipliciertmit  einer 
geeigneten  Potenz  der  entsprechenden  Determinante  erzetzen  (Cayley).  Zum 
Beispiel,  aus  der  Gleichheit 

(ß,C?2«5)  =«5(«1<^2)  — ^2(«l<^ä)+«l(«2^5l 

schliesst  man  : 

(fcjC  J  {a^b^c-ß.,er,)={a^b^Czd^)  {br,c^e^)  —  {aib-^e^d-J  ib.c^ea)+  (a^.b.J^d^J  l^'öC*«.)- 

Der  Beweis  dieses  allgemeinen  Theorems  folgt  aus  den  zwei  Bemerkungen : 
a)  Die  gegebene  Relation  besteht  identisch,  wenn  man  die  gegebenen  Determi- 
nanten durch  ihre  adjungierten  ersezt.  b)  Eine  ünterdeterminante  einer  adjim- 
gierten  Determinante  kann  man  erzetzen  durch  das  Product  einer  Potenz  dieser 
Determinante  mit  einer  Unterdeterminante  der  ursprünglichen  Determinante 
(Ueb.  67,  II). 

3»  Da  jede  Determinante  als  Unterdeterminante  einer  höheren  Determinante 
angesehen  werden  kann,  so  giebt  jede  Identität  A  zwischen  Determinante  und 
deren  Unterdeterminanten  eine  neue  Identität  C  zwischen  den  Unterdeterminanten 
von  höheren  Determinanten  A ;  denn  aus  A  leitet  man  eine  Identität  B  nach  dem 
Gezetze  der  algebraischen  Complemente  ab  ;  dann  kann  nach  demselben  Gesetze 
aus  B  eine  Identität  C  abgeleitet  werden,  indem  man  die  in  B  auftretenden  Deter- 
minanten uad  Unterdeterminanten  als  Unterdeterminanten  höherer  Determinan- 
ten A  auffasst  (Muir). 
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KAPITEL     III. 
ANWENDUNGEN. 

I.  Auflösung  der  linearen  Gleichungen. 

«8.  Ueher  die  Bedingungen,  welche  notwendig  vnd  hinreichend  sind, 
damit  lineare  llelationen  zwischen  Functionen  ersten  Grades  bestehen. 
Betrachten  wir  zum  Beispiele  die  Functionen  ¥i  =  a,x-\-h,y -\- CiZ-\- 
dit  —  Ci  (e  =  I,  2,3,4,  5). 

I.  Notwendige  Bedingungen.  1°  Wir  nehmen  zuerst  an,  es  bestehe  für 
alle  Werte  von  x.  y,  z,  t  die  Gleichung 

Fs  =  w?F,  -|-  wFi  -}-pV-.  +  ^F,, 
so  dass 

az=mai-\-na,-\-pa:,-\-ga,,     b^^  ml^ -]~  nh-^  pd:.-\- gi,,ac.  (c) 

In  diesem  Falle  hat  man  \  abcde  \  =  0,  denn  die  fünfte  Zeile  dieser 
Determinante  ist  gleich  der  Summe  der  vier  ersten,  mit  m,  n,  p,  q  multi- 
plicierten  Zeilen. 

2"  Hat  man  für  alle  Werte  von  x,  y,  2,  t  die  Gleichung  F-,  =  wFi  + 
nF:  +  pY; ,  so  findet  man  die  Relationen 

I  ahcd  I  =  0,  I  ahce  \=0,\  abde  \=0,\  acde  |  =  0,  |  bcde  \  =  0, 

was  man  kürzer  schreiben  kann  (N' 20)  0=  ||  abcde  \\  Zeilen  (1234). 

3°  Wenn  F:  =  mF,  +MF2,  so  hat  man  0=  ||  abcde  ||  (Zeilen  123). 

4°  Zuletzt,   wenn   Fj  =  wF,,  so  kann  man   setzen  0  ^^  ||  aJc^ß  || 
(Zeilen  12). 

II.  Hinreichende  Bedingungen.  \°  Wir  nehmen  an  |  abcde  \  =  Ound 
(«lÄjCrf.) verschieden  von  Null. Dann  hat  man  für  alleWerte  vona;,y,  z,t'. 

\ahcd¥'\=  \ahcda\x-\-  \ahcdh\y -\-  \ahcdc\z '\- \ahcdd\t —  \ahcde\=0; 

also,  wenn  man    |  abcdF  \    nach  den  Elementen  der  letzten  Colonne 
ordnet : 

I  abcdF  I  =  (a2&:C*tf3)F,  -  {ath,C:ds)F,-i-(aib2C,d,)Ft 
—  (aih2Csds)F„  -\-  {a,b2Czdi)F5  =  0. 
Wenn    man  jetzt  durch    die   von    Null    verschiedene    Determinante 
{aibiC-J,)  dividiert,  erhält  man  für  F5  einen  Wert  von  der  Form  mF,  -[- 
nF'-^pF:.^qFi.  Keine  lineare  Relation  besteht  zwischen  den  Func- 
tionen F,,  Fj.  F-,  F,,  sonst  hätte  man  nach  I,  2" :  {aibiC-.d^)  =  0, 


I 
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2"  Angenommen,   dass  |  ahcd  |  =  0,   |  abce  \  =0,  {aii2C-,)  verschie- 
den von  Null  ist,  so  ist  der  Ausdruck  |  aicF  |  =  0;  hieraus  folgert  man 
die    Identität    F*  =  wFi  4-nF2 -j-j^F;,  aber  es   besteht   keine  lineare 
Relation  zwischen  Fi,  Fj,  F3.  Uebei'dies  ist  nach  I,  2°  0=  [1  aicde  || 
(Zeilen  1234). 

3°  Wenn  \  abc  \='0,  \  ahd  |  =  0,  \ahe\=0,  {aib2)  verschieden 
von  Null  ist,  so  beweist  man,  dass  F3  =  »jFi  -\-nF2,  0=  ||  alcde  \\ 
(Zeilen   123) 

4°  Zuletzt,  wenn  \  ad  \  =0,  |  ac  |  =  0,  \  äd  \  =  0,  \  ae  \  =  0, 
tti  verschieden  von  Null  ist,  so  hat  man  F2  =  mFi,  0  =  ||  alcde  \\  (Zei- 
len  1,2). 

Um  diese  reciproken  Sätze  zu  beM'eisen,  kann  man  sich  auch  auf  die 
Theoreme  der  N'  20  beziehen.  Zum  Beispiele  sieht  man  leicht,  dass  die 
Hypothesen  von  II,  1°  mit  den  Gleichungen  (c)  übereinkommen,  und 
letztere  geben  unmittelbar  F5  =  mFi  -|-  wFj  -}-  pF-,  -{-  qF,,. 

99.  Auflüsu7ig  der  linearen  Gleichungen.  Allgemeiner  Fall  :  Die 
Determinante  der  Coeßcienten  der  Unhekannten  ist  TOfi  Null  ver- 
schieden. I.  Auflösung.  Es  genügt  vier  Gleichungen  zu  betrachten  : 

F,  =0,     oder    axX  -\- h^y  -\-CxZ-\- dit  =  e\i  (li) 

F2  =  0,     oder     a^x -\- b^y -\- c-i^ -\- d2t  =  Ci,»  (I2) 

F3  =  0,     oder    azX-{-J)iy-\-CiZ-{-dit=^e-,,  (I3) 

F4  =  0,     oder    a^x-^-b^y -[- c^z-^- di,t  =  e^.  (I4) 

Wir  bezeichnen  mit  Aj,  B|,  ...,  D4  die  Unterdeterminanten  der 
Determinante  |  abcd  \  =  R,  und  setzen  R  verschieden  von  0  voraus,  so 
dass  Fi,F2,F3,F',  durch  keine  lineare  Relation  verbunden  sind  (N""  28). 
In  diesem  Falle  multiplicieren  wir  die  Gleichungen  (1)  bezüglich  mit 
Ai,  A2,  A3,  A/,  und  addieren  die  Producte;  so  multiplicieren  wir  auch 
mit  El ,  B2,  B3,  B4  und  addieren  die  Resultate ;  u.  s.  w.  Gemäss  den  beiden 
Eigenschaften  der  Unterdeterminanten  bekommen  wir,  nach  Division 
durch  R  : 


x=- 


y= 


t  = 


«1  Ai  -\-  «2A2  -|-  ßsAj  -\-  a^h-i 
^iB,  -j-  ^2B2  +  «5B5  -\-  e,B^ 
6,B,  +i,B2-f^3B:-|-^*,B/ 
^■C,  -f  ß.Cj  -[-  e:,C,  +  e,C, 
CiCi  -\-  C2C2  -\-  c-,Ci  -j-  C4C4 
g,D.  -\-e2D2  +  eJ)i  -^ej), 
d^\),-{~  d.J)i  +  rföDj  4-  d,D, 


1  ebcd  1 

R, 

1  abcd  1 

R 

j  aecd  1 

R2 

1  abcd  1 

R 

1  abed  \ 

R3 

1  abcd  1 

R 

1  abce  1 

R4 

1  abcd  1 

R 

(2.) 
(2.) 

(20 
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Hier  nennen  wir  Ri,R2,R;.Ri  die  Determinanten,  welche  sich  aus 
R  ableiten  durch  Einsetzung  der  zweiten  Glieder  (et,  d,  es,  e.)  der 
gegebenen  Gleichungen  an  Stelle  der  l'*"",  2'",  3'*",  4*«"  Colonne  von  R. 
Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich,  dass  jedes  Wertsystera  von  a,  y. 
a,  t,  welches  den  Gleichungen  (1)  genügt,  auch  die  Gleichungen  (2) 
erfüllt. 

Wie  Gauss  (s.  Disqui8iiio7ies ,  37,  4°  Note)  bemerkte,  rausaman,  um 
die  Auflösung  der  Systems  (1)  zu  vervollständigen,  noch  beweisen,  dass 
umgekehrt  die  Werte  von  x,  y,  z,  t,  7celche  den  Gleichungen  (2)  genügen, 
auch  den  Gleichungen  (1)  genügen.  Substituieren  wir  also  die  Werte  (2) 
in  das  System  (1),  zum  Beispiele  in  (1-,),  so  wird  das  erste  Glied 

(«»R,  +  h,R2  +  C4R,  +  d.'R,) :  R. 

Der  Zähler  dieses  Bruches  lässt  sich  schreiben  : 

a^{eiki  +  CsA:  +  ezkt  +  «4A4)  -\-  hx{e,B^  +  e3,  +  ^-^B^  +  ^*ß*) 
+  C4(«,C,  +  e^Ci  +  ßsCs  +  e,C,)  +  d,{e^D^  +e..D,  +  ez\),  +  e,D,), 
oder  geordnet  nach  e\,  e-:,  e-o,  C;  : 

e,{a,ki  +  h,B,  +  C4C,  +  d,T>i)  -f-  ^,(«4^2  +  &,B,  -f  cC.  +  d,T),) 
~\-  ei{a„kz  +  J4B5  +  CkCs  +  d^Di)  -{-  eda^k^  +  h^B^  -f  <^'>^*  +  dj),), 
oder  einfacher  e^K  (nach  den  beiden  Eigenschaften  der  Unterdeterrai- 
nanten).  Man  sieht,  dass  das  erste  Glied  von  (l,),  nach  Einführung  der 
Werte  (2),  sich  auf  e.R  :  R  =  ß,  reduciert,  w.  z.  b.  w. 

IL  Bedingungen,  damit  eine  fünfte  Gleichung,  F5  =0,  die  Werte  (2) 
zulasse.  Wenn  die  Gleichung  :  (I5)  a^x  -\-  bsy  +  C5C  -\-  d^y  —  ßs  =  0,  mit 
(li),  (I2),  (I3),  (1,)  vereinbar  sein  soll,  so  ist  nach  dem  Vorstehenden 
erforderlich  und  hinreichend  : 

Ri    ,       R,.         R3  ,    ,  Ri  ^ 

ßs  I  ebcd  I  +  Js  I  aecd  I  +  c,  |  ahed  |  +  rfs  |  abce  \—e^\  abcd  \  =  0, 
«5  I  bcde  \-\-h\  acde  |  —  c«  |  abde  \-\-ds\  abce  \  —e,\  abcd  \  =  0, 

I  abcde  |  =0. 
Daraus  folgt :  F3  =  wF,  +  wF,  +  pF,  -]-  ^F-,  (28,  II,  1°). 

Die  Relation  |  abcde  |  =  0  ist  das  Resultat  der  Elimination  von 
X,  y,  z,  t  aus  (1,),  (1,),  (I3),  (L,),  (I3)  oder  die  Resultante  dieser  Glei- 
chungen; die  Determinante  (  abcde  \  wird  die  Ä'/m^«flM^«  genannt.  Also 
ist  die  Eliminante  eines  linearen  Gleichungssystems  eine  Function  der 
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Coeficienten,  wekhe,  gleich  Null  gesetzt,  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingimg  ajisspricht,  damit  die  Gleichungen  tereinlar  seien. 

III.  Homogene  Gleichungen.  Wenn  die  gegebenen  G  eichungen  homo- 
gen sind,  wenn  also  f,  =  go  ==(?5  =  ^,  =0,  so  findet  man  die  einzige 
Lösung  x  =  y  =  z  =  t  =  0,  vorausgesetzt  dass  |  ahcd  \  von  Null  ver- 
schieden ist.  Umgekehrt,  wenn  x=^y^z  =  t==^0  eine  Lösung  ist  im 
Falle,  wo  |  ahcd  \  nicht  null  ist,  so  hat  man  nach  den  Gleichungen  (1) : 
^,  =  ei  =ez  =  C;  =  0;  also  giebt  est  keine  andere  Lösung. 

IV.  Andere  Form  der  vorstehenden  Resultate.  Wir  setzen 

wo  0  einen  von  Null  verschiedenen  Factor  bezeichnet,  mit  dem  -wir  die 
Gleichungen  (1)  multiplicieren.  Diese  nehmen  die  homogene  Form  an  : 

axl  +  biYi  +  Ci?  +  diZ  +  ß,p  =  0, 
a-ii  -\-  h^ri  +  ^2^  +  <^2^  +  ^2P  =  ^' 
a-X  +  l)s'n-\-c-X  -\-  d,7  4-  esp  =  0, 
aX  -\-  h^n  -j-  cX,  +  d^T  -f-  e^p  =  0, 

und  man  bekommt : 

_J-_  _     ~'^     _       ^        _     — "^     ^        P        ^ 
I  ftcrfe  I        I  acde  I        I  abde  |        j  a6c;e  |        |  ubcd  \ 

Hiernach  sind  die  Grössen  ^,  —  r,,  ^,  —  t,  p  den  Unterdeterminan- 
ten proportional,  welche  sich  aus  dem  Schema 


=  11  abcde  II  (Zeilen  1234) 


durch  Unterdrückung  der  1*'°,  2"^°,  3*'°,  4*''"  oder  5**"  Colonne  ableiten. 

Damit  eine  neue  Gleichung  asl  +  M  +  Cs'C  +  d^r  -\-  e^p  =  0  mit  den 
vorgelegten  vereinbar  sei  im  Falle,  wo  j  ubcd  |  nicht  null  ist  und  p  einen 
beliebigen  Wert  hat,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  die  Deter- 
minante I  abcde  |  =  0  ist.  Diese  Relation  heisst  die  Resultante  der  fünf 
Gleichungen,  (  alcde  \  die  Eliminante. 

V,  Beispiel.  Es  seien  (a?),  ^,),  (rPs,  y^),  (a^a,  y^)  die  Coordinaten  der 
Eekpuncte  eines  Dreiecks,  dessen  Seiten  durch  folgende  Gleichungen 
ausgedrückt  sind  : 

aa-\;-boj-\-Ci==0,     chX-^b.,y-\-C2=0,     a;X-\-b,y  ■^Cz  =  0. 


ttl 

b, 

Ci 

d, 

et 

ß2 

b-2 

C2 

d. 

e-i 

fls 

b, 

c-. 

d, 

e-. 

a. 

b. 

c, 

d, 

e, 
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Setzen   wir   r  =  |  aiJjCs  |  und  bezeichnen   die    Unterdeterminanten 
von  r  mit  Ai,  B,...,  C5,  so  hat  man 


Xi  = 


—  Ci. 

''.• 

02             C-, 

—  Cs 

/'5 

A, 

y^ 

=  ■ 

«5        — C: 

B, 

Oo 

~br 

«2                     fe. 

■""c' 

«3 

hs 

«5                   bs 

Ao 

X 

A-, 

y-^ 

B 

B: 

c 

• 

Der  doppelte  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ist,  in  absolutem  Werte  aus- 
gedrückt (N'  25  und  Ueb.  67,  1)  : 

1 


A, 

B. 

c, 

c. 

A2 

B2 

C2 

C2 

A-, 

B3 

C3 

C5 

1 

A, 

B, 

c, 

A.. 

B. 

c.. 

CC^C: 

A: 

B3 

c, 

C.C,05 


Die  Eckpunete  haben  zu  Tangentialgleichungen  : 
A,M-l-B,r-}-Cy=0,     A.u -{- B-^v -h  C-2  =  0,     A,u-\-BsV -{- C,  =  0. 

Uebungsatifg alten  lö.  I.  Man  verallgemeinere  die  Uebungsaufeabeii  14  und  15  der 
Einleitutig. 

2»  Die  Gleichungen  X9.\nv.i-^y  sin  2ct.i  -j-  2  sin  3ä/  =  sin  45(t    (t  =  1 ,  2,  3)  aufzu- 
lösen. 

%.  Man  finde  das  Volumen  eines  Tedraedera  aus  den  Gleichungen  der  vier 
Seitenflächen. 

♦♦77.  Man  finde  die  Transforraationsformeln  um  von  trilinearen  Punct-  oder 
Tangentialcoordinaten  zu  cartesiechen  Coordinaten  überzugehen,  wenn  die  car- 
tesischen  Gleichungen  der  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  gegeben  sind. 

**78.  Um  eine  genäherte  Lösung  eines  linearen  Systems  zu  finden,  in  welchem 
die  Anzahl  der  Unbekannten  kleiner  ist  als  die  Anzahl  der  Gleichungen,  zum 
Beispiele  des  Systems 

OpX  +  b^y  +  CpZ  =  d^^  (i»  =  1 ,  2,  3,4,5) 

vorausgesetzt,  dass  die  Coefficientea  aji,bji,  Cp,  dji  nur  angenähert  bekannt  sind, 
verfährt  man  conventioneil  wie  folgt  (Methode  der  kleinsten  Quadrate) :  man  mul- 
tipliciort  die  Gleichungen  zuerst  bezüglich  mit  a,,  Ot,  ar„  fl<,  «s  und  addiert  die 
Resultate,  dann  mit  *i.  ö^,  *,-,,  b,,  bs  und  addiert  die  neuen  Producte,  zuletzt  mit 
Ci,  Ci,  Cz,  C;,  Cs  und  addiert  wieder.  Dann  lost  man  die  so  erhaltenen  Gleichungen 
auf,  nämlich 


xSaj  +  ySa/p  +  zSa^c,,  =  S«/,,,  etc. 
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1°  Man  beweise  mit  Hülfe  von  n°  27,  II,  den  Lehrsatz  von  Van  Qeer  : 

X  —  — ■  I  ■—  ■■  .1     I-  -■  .    -  ..1        1  ,  y  ^^  6tC   %  =  6tC    * 

2»  Man  findet  dieselben  Werte  von  x,  y,  z  durch  Anwendung  der  kleinsten 
Quadrate  auf  die  zehn  Gleichunpren,  welche  nur  eine  der  Unbekannten  x,  y,  z 
enthalten  und  welche  man  bekommt,  indem  man  nach  der  Theorie  der  Determi- 
nanten aus  den  gegebenen  Gleichungen,  zu  drei  and  drei  genommen,  zuerst  y 
und  2,  dann  x  und  «,  zuletzt  x  und  y  eliminiert  (Catalan  und  J.  "W.  L. 
Glaisher). 

"79.  Das  dem  Systeme  (1),  N'"  29  adjungierte  System 

AiX  +  BjY4-C,Z  +  DiU  =  Gi, 


A»X  +  B4Y  +  C^Z  +  D,U  =  G», 

zu  verallgemeinern  und  aufzulösen.  —  Man  findet  die  "Werfe  der  Unbekannten 
entweder  direct  durch  die  allgemeinen  Formeln  oder  durch  Addition  der  mit 
geeigneten  Factoren  multiplicierten  Gleichungen.  Die  Vergleichung  der  so  erhal- 
tenen Resultate  führt  zu  einem  bekannten  Satze  (N''25,  Ueb.  67,  II). 

*S0.  Man  beweise  die  Multiplicationsregelder  Determinanten  durch  die  Betrach- 
tung folgender  beiden  Systeme  : 

«2^1  +*2J'2+C2J^3=(i2,  «2^^1  ^ßi^^Z  +72^3=^2» 

«3^1  +b.y^  +  c.j.=d.^,  a-^Xi  H-jSsa-j 4- 73073=^3. 

Man  lost  das  in  y  gegebene  System  auf,  alsdann  das  in  x  gegebene;  man  eliminiert 
die  y,  löst  das  resultierende  System  auf  und  vergleicht  die  in  beiden  Fällen  tür  x 
gefundenen  Werte  (Cauohy ). 

b                        b,                       h,  b- 

81.  x  =  — ; — '     y=  — , —  »    2  = , —  »     M  =  —  • 

a:  =  X,  a;y  =  Y,  xyz  =  Z,  xyzu  =  U, 

aiX  -{-xy  =  b,     OiV -{-ys  =  l>t,  a^z-\- zh=  b^,  a^u  =  b^, 

ff ,X  +  Y  =  d,  —  öjX  +  fljY  +  Z  =  0,  —  djY  +  «3Z  +  U  =  0,  -  *3Z  +  «4U  =  0 ; 

man  findet  hieraus  leicht  den  WertX  =  a?  (Vgl.  N""  10,  Ueb.  17;  N'  17,Ueb.  31). 
*82.  Man  kann  die  Gleichungen  (2),  N'  29,  so  schreiben  : 

A,F,  +  AoFj  +  A3F3  +  A^F,  =0,     B,F,  +  B^Fj  +  B5F3  +  B,F,  =  0,  etc. 

Aus  dieser  Form  leite  man  die  Gleichungen  (1)  ab  durch  Anwendung  der  N'25, 
Ueb.  67, 1  und  N' 29,111. 
83.  Hat  man  identisch 

«02''"  +  =<,a;"'-'  +  a.^a;"'-^  +  •••  =  (/3„a;"  +  ß^x^-^  +  .••)  X  {yoX^ -\- '^xp-'  +.••), 
so  kann  man  die  •/  in  a  und  ,3  mittelst  linearer  Gleichungen  ausdrücken. 
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SO.  I.  Erster  besonderer  Fall.  Die  Determinante  der  Coeßcienien 
der  Unbekannten  \  ahcd  \  ist  gleich  0;  aler  wenigstens  eine  der  Unter- 
determinanten, zum  Beispiele  Di=(a,^uC:),  tst  von,  Null  verschieden. 
Wir  schreiben  anstatt  (li),  (1-),  (1-,)  : 

UiX  -{-biJj  -{-CtZ^=^  ei — dit,  (V) 

ttiX  -j-  i-^y  4-  C22  =  e>  —  dj,  (1* ) 

aiX-\-biy-\-c-,z  =  ez  —  dj,  (1*) 

und  folgern  hieraus  (N'  29) ; 

I  <?  —  dt.h,  c  \  \  ebc  \        I  ülic  I                  ] 

I  abc  I  \  übe  \        \abc  \  '            I 

\_adcj  _   I  ahe  \  _\  abd  \                 i     ' 


y  = 


X  = 
aec  I 


abc  i        I  übe  I     '  I  abc  i        1  abc 


Nach  N'  29,  I,  befriedigen  diese  Werte  (1*,),  (l'o),  (1*:)  lür  alle  Werte 
von  t. 

Die  notwendige  ur.d  hinreichende  Bedingung,  damit  sie  auch  der 
Gleichung  (I4)  :  a,x -{- b:,y -{-c^z -{- d,t  ~  e^  =-0  genügen,  ist,  nach 
N'  29,  II, 

I  a,b,c,  e—  dt  \  =0, 
was  auch  man  so  schreiben  kann  : 

I  abce  I  —  I  abcd  |  ^  =  0,     oder    R,  —  R^  ^  0. 

Da  vorausgesetzt  wird,  dass  R  =  0,  so  genügt  kein  Wert  von  ^  der 
Gleichung  (I4),  wenn  R,  von  Null  verschieden  ist.  Im  Gegenteil,  wenn 
R.=^0,  kann  man  die  Gleichung  {!>,),  wie  auch  die  andern  Glei- 
chungen (1),  durch  willkürliche  Werte  von  t  befriedigen.  Aus  der 
Auflösungsmethode,  welche  die  des  allgemeinen  Falles  von  K'  29  ist, 
schlies-st  man  auch,  dass  es  keine  von  (3)  verschiedenen  Lösungen  gieht. 

Angenommen,  dass  R  =^  \  abcd  |  ^  0,  R,  =  |  abce  \  =  0,  {a^biCi) 
von  Null  verschieden  ist,  so  hat  man  nach  (N'  28,  II) ;  F^  =  wiFi  +  '^F^ 
-\- pF?,.  Hiernach  ist  die  Gleichung  F.  =  0  eine  Folge  der  Gleichungen 
F,  =0,  Fi  =  0,  F:;=0.  Ausserdem  hat  man  :  R,  =  |  abcd  \  =  0, 
R«  =»  I  aecd  I  =  0,  R2  =  I  abce  \  =  0,  und  somit  0  =  ||  abcde  ||  (Zei- 
len 1,2,3,4). 

Also  nehmen  die  zweiten  Glieder  in  (3)  eine  unbestimmte  Form  an. 
Jedoch,  und  zwar  in  allen  Phallen,  hat  /allein  einen  beliebigen  Wert; 
denn  die  Werte  (3)  von  x,  y,  oder  2  können  bestimmt  sein,  oder  von  l 
unabhängig  sein,  wenn  |  dbc  \  .  |  ade  \  oder  |  abd  \  =0. 
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Man  kanu  noch  Eliminante  nennen  den  symbolischen  Ausdruck 
II  abcde  II  (Zeilen  1,2,3,4),  welchen  man  gleich  Null  setzen  muss,  wenn 
die  Gleichungen  (1,),  (Lj,  (I5),  (1,)  vereinbar  sind,  vorausgezetzt  dass 
(«f^äCö)  von  Null  verschieden  ist. 

Homogene  QUiclmngen.  Hat  man  ^i  =  «i  =  «3  =  e,  =  0,  so  ist  immer 
R;  =  I  abce  |  =^0;  folglich  sind  die  linearen  homogenen  Gleichungen 
immer  vereinbar,  wenn  |  alcd  \  =0  und  (fliJaCs)  von  Null  verschieden 
ist.  Uebrigens  findet  man 

\dbc\^      A.  B.  C. 

oder,  was  gleichbedeutend  ist, 

£0  :  g  :  Z  :  t  =  Ai  :  Bi  :  C^ :  Dt; 

für  i  kann  man  beliebige  Werte  nehmeu;  x,i/,  z  sind  abhängig  von  t, 
ausgenommen  im  Falle,  wo  A,,  B*  oder  C^  null  ist,  und  mithin  x,  y, 
oder  z  auch  gleich  Null  ist.  Nach  N''  20  können  die  vorigen  Relationen 
auch  folgende  Form  annehmen  : 

X  y 


/^.A.+y^jA^-f /^jAa-f^^A»         Ä)B,  -fy|.B2-{-i^:B:4--^,B4 


etc. ; 


hier  sind  Äi,  h,^  l,,  k%  willkürliche  Zahlen  (Hesse). 

II.  Zweiter  besondorer  Fall.  Die  ersten  Unterdelerminanten  der 
mit  den  Coefficienlen  der  Unhekannten  gebildeten  Determinante  sind  null, 
aber  eine  der  zweiten  ünterdeterminanten  («1^2)  ist  von  Null  virschieden. 
Aus  den  Gleichungen  (Ii),  (1-) : 

a^x-\-bxy  =  e\  —  CiZ  —  dU,     a-iX  -)-  b-iy  =  ^2  —  c-iz  —  dit 
schliesst  man  : 

^       \ah\        \al\"       1  «H  \ab\        \ab\  |  a^ 

die  Werte  (4)  befriedigen  (1,),  (I2)  für  alle  Werte  von  z,  t  (N'  29). 
Damit  dieselben  auch  (I3)  befriedigen,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
dass  man  habe 

\  a^b,e  —  cz  —  dt  \  =^  \  abe  \  —  \  abo  \  z  —  \  abd  |  / ^=  0, 

oder  auch  \  ahe  \  =  0,  da  ja  |  ahc  \  und  |  ahd  |  null  sind.  Die  Rela- 
tionen [  aJc  J  =  0,  I  abd  \  =0,  \  abc  \=  0,  (ßjjj)  von  Null  verschie- 


den,  haben  zur  Folge  eine  Identität  von  der  Form  (N'  28,  II)  :  F5  = 
mFi  -\-nFi,  0=\\al>cde\\  (Zeilen  123);  der  symbolische  Ausdruck 
II  abcde  \\  kann  Eliminante  von  (I,),  (I2),  (1$)  genannt  werden,  voraus- 
gesetzt dass  z  und  t  willkürlich  bleiben.  Um  zu  bestätigen,  dass  F5  =  0 
eine  Fol^e  von  Fi  =  0  und  F:- ^  0,  bemerke  man.  dass  e^^  genügt  z\x 
erkennen,  dass  drei  der  in  jj  ahcde  H  (Zeilen  123)  enthaltenen  Determi- 
nanten null  sind.  Eine  ähnliche  Bemerkung  mache  man  in  den  folgenden 
Fällen  (Vgl.  20,  C). 

So  ist  auch,  wenn  die  Werte  (4)  der  Gleichung  (L.)  genügen  sollen, 
die  hierzu  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  :  («,J,c,)=  0,  und 
daraus  folgt  :  ¥,  =pF,  +^F,,  0  =  ||  abcde  ||  Zeilen  124). 

Homogene  Gleichungen.  Hat  man  e,  =  e-i  =  e-,  ^  e,  =  0,  so  sind  die 
Gleichungen  (1)  immer  unter  sich  vereinbar,  und  man  bestimmt  x,  y 
durch  die  Relationen 

x{(i,hi)  +  z{c,h^)  -[-  t{d,h^)  =  0,     yia^b,)  +  z{a,Ci)  +  t{a,d2)  =  0 ; 

z  und  t  bleiben  unbestimmt. 

III.  Dritter  besoaderer  Fall.  Die  zweiten  Undeterminanlen  der  mit 

d«n  Coeficienten  der  Unbekannten  gebildeten  Determinante  sind  null, 

aber  eine  der  dritten  Unterdeterminanten,  zum  Beispiele  fli  ist  ton  Null 

verschieden.  Die  vorgelegten  Gleichungen  sind  unter  .^ich  vereinbar,  nur 

wenn  (flißz),  («iCj),  («i^.)  null  sind;  alle  Lösungen  sind  in  der  Formel 

enthalten  : 

<?i        &i  c^  dl  ^ 

x  = y z 1, 

üi      tti         a,         üi 

wo  y,  z,  t  beliebige  Werte  bekommen.    Bei  homogenen   Gleichungen 
sind  die  Bedingungen  des  Zusammenbestehens  immer  erfüllt. 

IV.  Kurzer  üeherblick.  Schluss  bei  homogenen  Gleichungen.  Die  im 
Vorstehenden  enthaltenen  Resultate  fassen  wir  jetzt  im  Falle  von  vier 
vereinbaren  Gleichungen  (1)  kurz  zusammen  : 

1°  I  abcd  I    ist  von  Null  verschieden.  Es  besteht  die  einzige  Lösung  : 

I  ehcd  I  I  aecd  \  \  ahed  1  |  ahce  \ 

^  ^  I  abcd  I  '     ^  ^  ^hcd\  '     ^  ^  \~äbcd~\  '       ^  Yübcd'\ 

Sind  die  Gleichungen  homogen,  so  dass  e\  =  e-i  =  ßs  =  C;  =  0,  so  hat 
man  die  einzige  Lösung  x  =  y  =  z=>t  =  0.  Umgekehrt,  wenn  das 
System  die  Lösungen  a;  ==y  =  z  =  ^  =  0  zulässt,  so  sind  «i,  ^:',  tfs,  ^1 
null  und  die  Glcichunfren  homogen. 
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20  [  aicci  !  =  0.  {ail2Ci)  ist  von  Null  verschieden.  Man  hat 

\  elc  \        I  dbc  1  \  aec  \        \  ade  \ 

~  \  ahc  \        \  abc  \     '        ~   \  abc  \        \  ahc  \     ' 

_  \  übe  \  __\  abd  \ 
\  übe  \        I  abc  I 

und  t  bleibt  unbestimmt,  wenn 

I  ahce  I  =  0; 
hieraus  folgt  : 

11  abcdeW  =0  (Zeilen  1234). 

Sind  die  Gleichungen  homogen,  so  ist 

1  dbc  i  \  ade  \   ^  \  abd\ 

\  abc\  \alc\  \  ahc  \ 

t  bleibt  unbestimmt. 

3°  Die  Determinante  |  alcd  \  und  alle  ihre  ersten  Unterdeterminanten 
sind  null,  aber  eine  der  zweiten  Unterdeterminanten,  (ßi5-),  ist  von  Null 
verschieden.  Dann  ist 

—  I  ^^  1  _  I  ^^'  '      _  MH  _\(ie  \        I  «c  I   ^  _  I  ad  I 

^  ~  1  ah  I  ^  \ab  \  ^  ~~  |  ab  \    '     ^  ~   \  ah  |  ~  )  ah  [  ^  ~  \  ab  \    ' 

z  und  t  bleiben  unbestimmt,  wenn 

Hieraus  folgt 

0  =  II  abcde  ||  (Zeilen  123),     0  =  ||  alcde  \  (Zeilen  124;. 

Sind  die  vorgelegten  Gleichungen  homogen,  so  ist 

\cb  \  \dh\  \ac\  \ad\ 

X  =—  ' z  —   ' t,     v= z  —  ' !  U 

\ab\  1  a*  1     '     ^        \ab\  \  ab  \     ' 

z  und  t  haben  beliebige  Werte. 

4°  Die  Determinante  |  alcd  \  ist  null  mit  ihren  ersten  und  zweiten 
Unterdeterminanten,  aber  eine  der  dritten  Unterdeterminanten,  ßi,  ist 
von  Null  verschieden.  Man  hat 


ei       b,          d 

dl 

X  = V z 

(, 

«1       ffl          ö, 

«1 

wo  y,  z,  t  beliebige  Werte  bekommen,  wenn 

(«,«,,)=  0,     («,e3)  =  0,     («1^4)  =  0; 
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hieraus  folgt 

0=  \\af>cde\\  (Zeilen  12), 
0=  II  ahcde  \\  (Zeilen  13), 
0=  II  flicrfß  IKZcilen  14). 

Bei  homogenen  GleichungeL  ist 

h^         c^         d,  ^ 

x  = y z 1  ' 

a,         »1         ö, 

Durch  Vei'allgeraeinerung  der  vorigen  Resultate  gelangt  mau  zu 
folgendem  Lehrsatze  über  homogene  Gleichungen  :  Isi  die  Determi- 
nante der  Coeßcienten  der  Unbekannten  in  einem  System  von  n  linearen 
Jiomogenen  Gleichungen  mit  n  ünhekannten, sowie  ihre  Unt  erdet  er  minanten 
der  (n  —  1)'*»,  (7i_  2/-",...,  (p-f-  l)t«°  Ordnung,  gleich  Null,  ist  aber 
eine  Unterdeterminanteder  p^^"  Ordnung  von  Null  verschieden,  dann  lässt 
das  System  eine  LiJsung  zu,  in  der  n  —  i)  Unbekannten  willkürlich 
bleiben . 

Bemerkung.  Das  in  N'°  29  et  30  gebrauchte  Verfahren  findet  auch 
Anwendung  in  der  unbestimmten  Analjsis  des  ersten  Grades. 

Uebung  sauf  gaben.  **84.  Wenn  bei  einer  Null- Determinante  alle  1'*",  2"",  ... 
(n  —  p  —  Ij'e"  Unterdeterminanten  fjleich  Null,  aber  eine  («  —  p)*«  ünterdetermi- 
nante  von  Null  verschieden  ist,  so  besteht  dieselbe  Jineare  homogene  Relation 
zwischen  den  Elementen  jeder  Zeile  oder  Colonne,  und  n — ^  Coelhcienten  der 
Elemente  sind  willkürlich  (Dieser  Satz  ist  gleichbedeutend  mit  dem  Schlüsse 
von  N'  30,  IV  oder  von  N'  '20,  B). 

**85.  Wie  lautet  die  ähnliche  Eigenschaft  (s.  30,  IV^  für  nicht  homogene  Glei- 
chungen P'«n  Grades? 

**86.  In  dem  in  N'  30,  IV,  Schluss,  betrachteten  Falle  kann  man  (w  —  p  —  1) 
beliebige  Unbekannten  gleich  Null  setzen:  umgekehrt,  wenn  letzeres  stattfindet, 
hat  man  den  im  N' 30,  IV,  behandelten  Fall.  (Darboux). 

**S'l.  Ein  System  von  p  homogenen  linearen  Gleichungen  mit  n  ^p  Unbekann- 
ten kann  immer  durch  Einführung  von  n  —  p  Hülfsgieichungen  auf  ein  System 
von  der  in  N«  30,  IV  betrachteten  Art  zurückgeführt  werden. 
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II.  Elimination.  Fall  von  linearen  Gleichungen. 

31.  Resicltante  und  Bliminante  von  n  lineareii  Gleichungen.  Wir 
geben  hier  unter  einer  etwas  verschiedenen,  aber  allgemeineren  Form, 
die  im  Vorstehenden  enthaltenen,  die  Elimination  betreffenden  Resultate. 

Wir  betrachten  folgendes  System  von  n  Gleichungen,  wo  m  für  n  —  1 
steht : 

F,=0,    oder    a^Xi  -{-ai^Xi-^ [-flima^m  =  «m,  (li) 

F„  =  0,       oder       an\Xl  -j-    a„:.a72  H \-  ttnmXm  =  ttnn,  (In) 

bezeichnen  mit  R  die  Determinante  («uar.'... «„,.),  mit  An,  A12,...,  A,,n  =^ 
(äii«2j... «mm)  dieUntordeterminanten  von  R,und  nehmenan,dass  A„„von 
Null  verschieden  ist, so  dass  die  m  =  »  —  1  ersten  Gleichungen  (1)  eine 
einzige  Lösung  zulassen.  Genügen  diese  Werte  auch  der  Gleichung  (1„), 
so  kommt  dann,  wenn  man  die  vorgelegten  Gleichungen  bezüglich  mit 
Ai„,  A2n,...A»„  multipliciert  und  die  Resultate  addiert : 

A,„F. +A2„Fo-l 1-A„„F„  =  0.  (2) 

Diese  Relation  is  zuerst  eine  nottvendige  Bedingung,  damit  (1„)  mit 
(li),  (Ij),...(l,„)  vereinbar  sei;  sie  ist  auch  hi7ir eichend,  denn  nach  der 
Identität  (2)  müssen  die  Werte  von  X\,  Xi,...x,i,  welche  den  Gleichungen 
Fl  =  0,  F2  =  0,...F,„  =  0  geiiügen,  auch  der  Gleichung  An„F„  ==  0 
oder  Fn  =  0  genügen,  da  A«„  von  Null  verschieden  ist. 

Setzen  wir  (Aa,.  :  A,„,)  =  /./,-,  so  kann  man  statt  (2)  schreiben  : 

F,.  =  ;.iF,  +  /oF.  -I \-  /,„F„..  (2') 

Hiernach  ist    die  Gleichung  F„  =  0  mit  F,  =0,  F2  =  0,  ...,F„.  =  0 
nur  dann  vereinbar,  wenn  Fu  eine  lineare  Function  von  Fi,  F^, .. .,  F,,,  ist. 
In  (2)  hat  Xk  zum  Coefficienten 

oder  Null,  nach  der  zweiten  Eigenschaft  der  Unterdeterminanteu ;  der 
von  Xi,  Xz,  ...,  x„i  unabhängige  Teil  ist 

oder  R  nach  der  ersten  Eigenschaft  der  Unterdeterminanten.  Die  Rela- 
tion (2)  ist  so  zurückgeführt  auf 

R  =  0.  (2") 
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Wir  sehen  somit,  dass  die  Bedingungen  R=  0,  A„„  verschieden  von 
Null,  notwendig  und  hinreichend  sind,  damit  die  Gleichung  (1,„)  mit  (li), 
(I2),  ...,  (Im)  vereinbar  sei. 

Vorstehende  Bemerkungen  über  den  Coefficienten  von  Xk  und  das 
bekannte  Glied  in  (2j  zeigen  auch,  dass  die  Relationen 

bestehen;  und  hieraus  kann  man,  umgekehrt,  (2'),  (2)  oder  (2")  ableiten. 
Die  Determinante  R  heisst  die  Eliminante,  und  R  =  0  ist  die  Resul- 
tante des  vorgelegten  Systems  oder  auch  des  folgenden  : 

(^iiy.  4-ai2y-'-l t-«i'.y»  =  o,  (3,") 


a«iyi   +  OnllJ.  -\ 1-  (InnV^  =  0,  (3„) 

welches  man  erhält,  indem  man  das  erste  mit  einer  von  Null  verschie- 
denen Grösse  y„  multipliciert  und  dann  yi  -\-  XiPn  =  0  setzt.  Die  Resul- 
tante von  n  linearen  Gleichungen  ist  also  die  gleich  Null  gesetzte 
Determinante,  deren  Elemente  die  Coeßcienten  der  Unbekannten  und  die 
unabhängigen  Glieder  oder  bei  homogenen  Gleichungen  die  Coeßcienten 
der  Unbekannten  sind. 

Nach  den  Eigenschaften  der  Unterdeterrainanten  (N'  20)  hat  man 
y\  '.y-i  :  ...  :  y,.  =  Am  :  Ai2  :  ...  :  A,„  =  Aj,  :  Ao,  :  ...  :  A,,.  =  etc. 

A,|  A,2  A,m 

Xx'.x^:  ...:Xm  =  —  — -  :  —  -—  : •  —  -r—  =  etc- 

A(n  Alf,  A|„ 

und  die  Gleichungen  können  nicht  anders  befriedigt  werden.  Eine  mehr 
symmetrische  Form  der  Lösung  ist,  nach  Hesse  : 

^'  ^'  =etc.; 


^,An  -\-k■:^,,  -\ l-/fe„A„,        Ä,A,o-|-*2A,2-l }-Ä„A„ 

die  Zahlen  ki,  ki,  ...,  kn  sind  ganz  willkürlich. 

II.  Wir  setzen  jetzt  voraus,  dass  die  Determinanten  A,,»,  und  ihre 
Unterdeforminanten  der  (p  +  1)""  Ordnung  null  sind,  dass  aber  die 
Determinante  A  =  («n  ß22  ...  avp)  von  Null  verschieden  sei.  Dann  kann 
man  aus  den  p  ersten  der  Gleichungen  (I)  Ausdrücke  von  Xt,  x%,  ...,  x^ 


als   Function  der  anderen  Unbekannten    a^p+i,  a?p+2,  ...  ä^m,    ableiten, 
welche  unbestimmt  bleiben. 

Es  sei  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  zu  finden, 
damit  diese  Werte  der  x  auch  irgend  einer  der  n  —  p  übrigen  Glei- 
chungen, zum  Beispiele  der  Gleichung 


a,,Xi  -{-  ttslXi  -j-   ...  -}-  a„nX,n  din  =  0. 

genügen.  Betrachten  wir  die  Determinante 

2         .  •         •         0'\p  öl 

2         ...         »2p  ^2 


{h) 


s  = 


Ihn 

0,21 


dpi 


dpp 
(Isp 


Bezeichnen  wir  mit  Ai,  A»,  ...  Ap,  A  die  der  letzten  Colonne  entspre- 
chende Unterdeterminanten  von  S,  so  ist  A  =  («11022 ...  app)  von  Null 
verschieden. 

Sollen  aber  dieselben  "Werte  der  x  den  Gleichungen  (li),  (I2) ...  (Ip), 
(1») genügen,  so  multipliciere  man  letztere  respective  mit  Ai,  A2,  ...  Ap, 
A  und  addiere  die  Producte ;  dies  führt  zu  der  Relation 


A,F,  +  A2F,  +  ...  ApFp  +  AF.  =  0, 


(4) 


welche  eine  notmeiidige  Bedingung  ist,  damit  (l.,)  mit  (li),  (I2),  ...  (Ip) 
vereinbar  sei.  Diese  Bedingung  ist  auch  hinreichend;  denn,  hat  man 
F,  =0,  F2  =  0,  ...,  F,,  =  Ound  (4),  so  folgt  AF«  =  0  oder  F.  =  0,  da 
A  von  Null  verschieden  ist. 

Mit  der  Bezeichnung  (At :  A)  =  —  u  giebt  man  (4)  folgende  Form  : 


F.  =  /,F.  -f  /,F.,  -i 1-  ).pFp 


(5) 


und  schliesst  daraus,  dass  die  Gleichung  F,  =  0  nur  dann  mit  den  Glei- 
chungen Fl  =  0,  F2  =  0,  ...,  Fp  =^  0  vereinbar  ist,  wenn  F«  eine  lineare 
Function  von  Fi,  F2,  ...  Fp  ist. 

Einfachere  Form  von  (4).  Bezeichnen  S|,  Sa,  ...,  Sm.  —  S„  die 
Coefficienten  von  Xi,X2,  ...,  x,n  und  das  bekannte  Glied  in  der  Gleichung 
(4),  so  nimmt  diese  die  Gestalt  an  : 


S.a;,  4- S2a;2 -1 ^  S„.a;,„  —  S„  =  0, 
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und  man  hat  : 


S,  =  ß,,A,  -ffftiAj 
$2  =  0, jA,  -|-  fl.jA. 


-|-<7;,,Ap-|-fl,,A. 

-föpjA, -|-<r,jA, 


Sm  =  rtimAi  -|-  at„,^;  -\ j-  ff;,,„Ap  -i-fl«,„A  , 

S„  =  fl,„A,  +  ai„^2  +  ••   +  o„n£^p  -\-  ö.„A. 

Die  CoefRcienten  Sk  (k=l,  2,  ...  m)  sind  gleich  der  Determinante  S, 
in  der  man  die  letzte  Colonne  durch  (flu.  a-^u,  ...  ßpi,  ö,*,)  ersetzt.  Daher 
sind  Si,  S-,  ...,  S;,  null,  da  zwei  Colonnen  gleich  sind;  die  übrigen  sind 
gleichfalls  null  als  Unterdeterrainanten  höherer  Ordnung  als  f  von  R. 

Die  Bedingung  (4)  ist  somit  einfach  S„  =  0,  oder 


a,i 

a,2     . 

.     a.,p 

«in 

ßo, 

^22         . 

.     a.p 

ff-n 

O'pl 

Op,       . 

..     (ipp 

(('pn 

ass 

a,2 

. .        Osp 

a,„ 

=^0, 


(6) 


denn  S„  ist  nichts  anderes  als  die  Determinante  S,  in  der  die  letzte 
Colonne  durch  am,  a^n,  ...  flpn,  ß.n  ersetzt  ist. 

Zusätze   I.    Wenn    man  durch  A  die    Relationen  Si  =0,  S:  =  0, 
...,  Sm  =  0,  S„  =  0  dividiert,  so  findet  man 


In  dem  Schema 


a,n  =  ^ißin  -j-  ?.2a2n  -j"  *  "  "1"  '^P^P'*' 

«11 

«12        ...        «im        «in 

E  = 

«21 

«22         ...        «2m        «2«   ■ 

«PI 

«p2         ...         «pm        «p.i 

«SI 

«■«2         .  • .         ««m        ««n 

(7.) 
(7^) 

(7«) 

(7n) 


ist  jedes  Element  der  letzten  Zeile  die  Summe  der  Producte  der  mit 
^1,  ^,...,^/>  multipiicierien  Elemente  der  1'*".  2*-",...,  y-^"  Zeile.  Somit 
ist  auch  jede  mit  den  Zeilen  ] ,  2,...,j!;  von  E  gebildete  Determinante  null, 
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denn  die  letzte  Zeile  ist  null,  wenn  man  von  ihr  die  andern  mit  A, ,  A2...?.p 
raultiplicierten  Zeilen  abzieht. 

Diese  Eigenschaft  wird  symbolisch  durch  "^  =  0  ausgedrückt;  daher 
kann  man  ira  Falle,  wo  A  von  Null  verschieden  ist,  E  die  Eliminante, 
und  E  =  0  die  Res2cUante  der  Gleichungen  i^li),  (I2),..,  (Ip),  (1»)  nennen, 
und  somit  können  die  p  ersten  Unbekannten  beliebige  Werte  bekommen. 

II.  Sind  8^,4.1,  Sp+i,...,  S,„  null,  so  führt  (4)  oder  (5)  zu  (6)  oder  zu 
S„  =  0.  Umgekehrt,  aus 


?P4.i 


=  0,    Sp  +  2  =  0,    ...,    S,n  =  0,    S„  =  0 


oder  aus  den  Gleichungen  (7)  sohliesst  man  (4)  oder  (5)  und  E  =  0. 

Das  Schema  liefert  ^ — — — — Determinanten,  welche  alle 

i.2...p 

null  sind,  wenn  die  n  —  p  Determinanten  8^4. 1,  Sp^-i,".,  S„  gleich  Null 
sind  (Vgl.  N'  20,  C.) 

Anwendungen.  I.  Damit  die  Gleichung 

C  =  0^2  _i_  ^2^2  _|_  c  _|_  2/y  +  2gx  +  2hxp  =  0 

zwei  Geraden  darstelle,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  das  Centrum 
des  durch  diese  Gleichung  bestimmten  Ortes  auf  diesem  Orte  liege.  Nun 
ist  das  Centrum  durch  die  Gleichungen  : 

ax  +  hy^g  =  0,     hx  +  by-\-f  =  0  (1)  (2) 

gegeben,  und  zieht  man  von  C  =  0  die  bezüglich  mita;  und  y  multipli- 
cierten  Gleichungen  (1)  (2)  ab,  so  bekommt  man 

gx-^fy-\-c  =  Q.  (3) 

Die  Elimination  von  x  und  y  aus  (1),  (2),  (3)  giebt  : 

a       h      g 
D  =    A       b      f    =ahc-\-  Ifgh  —  0/'  —  bg"-  —  ch-  =-  0. 
g      f     c 

Umgekehrt,  wenn  die  Discriminanle  D  von  C  Null  ist,  so  finden  die  Glei- 
chungen (1),  (2),  (3)  statt  (N'  20  oder  N'  30,  IV). 

II.  Damit  die  durch  die  Gleichung  F  =  ux  -\-  vy  -[- 1  =0  dargestellte 
Gerade  den  Kegelschnitt  C  berühre,  muss  der  RichtungscoefBcient  von 
P  gleich  sein  dem  einer  Tangente,  und  der  Berührungspunct  rauss  auf 
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P  und  C  liegen.  Diese  Bedingungen  geben,  wenn  /  eineHülfsgrösse  ist : 
ax-\-hi/  -{-ff      /ix  -\-lp  -\-  f     gx-\-  fy  -\-  c 


u 


1 


=  /. 


Durch  Elimination  von  x,  y,  /  aus  diesen  Gleichungen  und  P  =  0  findet 
man 

a       ?i      ff       u 

h       h       f      V 
g      f      c       \ 


=  0. 


Dieses  ist  die  Tangeiitialgleichuoig  des  Kegelschnittes. 

III.  Ist  ein  Kegelschnitt  K  dem   Fundamentaldreieck  DEF  umge- 
schrieben, so  hat  er  zur  Gleichung 

Geht  er  durch  drei  Puncto  M,  N,  P,  deren   Coordinaten  (a,,  ß,,  y,), 
(«2,  ßo,  72,)  («5,  ß;,  73)  sind,  so  hat  man  die  Bedingungen 


B 


B 


A 


B 


^+ß;+-;^=°'   »-:+S+-;:=°'  .-+^+.7=°' 

Aus  diesen  folgt  durch  Elimination  von  A,  B,  C  : 


(1) 


1 

«5 


ß. 


ß3 


7' 
1 

72 
1 

73 


=  0,   oder 


«2«: 

ß.ß. 

727 

«öai 

ß=ß. 

7=7 

«ia2 

ß./3. 

-/,'/ 

=  0. 


Die  letztere  Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn  man  hat  (N'"20) 

aa-,a,  -\-  bß:,ßi  -\-Cy3y,  =  0, 
aa.,a-,  -j-  bßiß-,  +  cyr/2  =  0, 


(2) 


wo  a,  l,  c  constante  Grössen  sind.  Diese  Gleichungen  zeigen  uns,  dass 
der  durch  fla^  -j-  hß^  H-C"/"  =  0,  dargestellte  Kegelschnitt,  welcher  zu 
DEF  conjugiert  ist,  auch  zu  MNP  conjugiert  ist.  Auch  das  Umgekehrteng 
ist  wahr,  denn  die  Gleichungen  (1)  können  aus  (2)  abgeleitet  werden. 
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Ausserdem  kann  das  Vorstehende  auch  in  Tangentialcoordinaten  ge- 
deutet werden.  Wenn  also  zwei  Dreiecke  demselben  Kegelschnitte  ein- 
geschriebenoder  umgeschrieben  sind,  so  sind  sie  einem  andern  conjugiert, 
und  umgekehrt;  wenn  folglich  zwei  Dreiecke  einem  Kegelschnitte  einge- 
schrieben sind,  so  sind  sie  einem  andern  umgeschrieben,  und  umgekehrt 
(Beweis  von  J.  Neuberg). 

Uebungsaufgab,.n.  88.  Man  linde  die  Gleichung  1«  einer  durch  zwei  Punete  gehen- 
den Geraden;  2**  eines  durch  drei  Punete  gehenden  Kreises;  3°  einer  durch  drei 
Punete  gelegten  Parabel,  wenn  die  Richtung  der  Axe  gegeben  ist;  4"  eines  durch 
fünf  Punete  gehenden  Kegelschnittes;  5°  eines  durch  drei  Punete  gehenden  Kegel- 
schnittes, wenn  diese  Curve  ein  bestimmtes  Centrum  oder  einen  bestimmten  Focus 
hat;  6'  einer  durch  neun  Punete  gehenden  Curve  dritter  Ordnung;  u.  s.  w. 

89.  Man  finde  die  Bedingung  dafür,  dass  !•  eine  Oberfläche  2i«n  Grades  ein 
Kegel  sei;  2»  dass  sie  die  durch  ux  -\-vy -\-n!Z-\-\^=0  dargestellte  Ebene 
berühre  ;  '3"  dass  ein  durch  drei  gegebene  Punete  bestimmter  Kreis  eine  gegebene 
Gerade  berühre. 

90.  Man  finde  :  1"  die  Relation  zwischen  den  Winkeln  eines  Dreiecks  durch 
Elimination  von  a,  b,  c  aus  den  Gleichungen 

a  =  icosC  +  ccosB,    6  =  ccos  A  +  a  cosC,    c  =  äcos  B  + 6cos  A; 

2"  die  analoge  Relation  zwischen  den  sechs  durch  die  Seitenflächen  eines  Tetra- 
eders gebildeten  Winkeln. 

91.  Man  verallgemeinere  tolgende  Theoreme  :  Ist  ^  +  1  =  a;,  also  f/  =  a;  —  1,  so 
hat  man 


=  0, 


1                =  1, 

110        0 

1  +  y                        =  X, 

a;         1        1        0 

l  +  2y-^y'-            =:ar% 

a;^        1        2        1 

l-^^y-\-Zy'-^y^  =  x^; 

x^  —  y^\        3        3 

110      0 

{^-\fy^={l  —  xf  = 

a;       1      1      0 
a;*      1      2      1      • 

Ä^      1      3      3 

Für  a;  =  —  1  ergiebt  sich  eine  schöne  Formel.  Aus  dem  Vorstehenden  kann  man 
noch  folgende  Relation  ableiten  (Vgl.  N'  19,  Ueb.  37,  1») : 


flo  —  3ö  1  -|-  3^8  —  fl:  ^ 


ffo 

I 

0 

0 

fll 

1 

1 

0 

Oi 

1 

2 

1 

«3 

1 

3 

3 

(J.W.  L.Glaisher). 


SÄ.  Anwendung  auf  nicht  lineare  Gleichungen.  I.  Res^dtante  eines 
Systems  von  (»—1)  linearen    Gleichungen  und  eitler  quadratischen 
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Gleichung.  Die  Betrachtung  von  drei    Gleichungen,  welche  wir  der 
grösseren  Symmetrie  halber  homogen  annehraan,  wird  genügen  : 


ax-  +  hy'-  -}-  cz'  +  2fyz  +  2gxz  -|-  2hxy  =  0, 
a.a-\-ßxy-\-  yiZ  =  0,     a.2X-\-ß-iy-\ry-iZ  =  0. 

Die  Gleichung  (1)  schreibe  man 

X  {ax  +  hy  ■\-gz)~\-y  (^^  +  *y  +  A)  +  ^  (/7^  +  /^  +  '^^)  =  ^ 
und  setze  dann  an  die  Stelle  von  (1') : 

ax-\-hy  -\-  gz=^  o:\l-\-  «ly-, 
hx -\- hy  +  fz  =  ßj. -\-  ß,,u, 
ffx  +  fy  -\-cz=  -/,  A  +  '/,^, 


(1) 

(2)  (3) 


=  0,      (1') 


(5) 
(6) 


was  erlaubt  ist ;  denn  wenn  man  (4),  (5),  (6)  beziehungsweise  mit  x,  y.  z 
multipliciert  und  die  Producte  addiert,  so  findet  man  zufolge  der  Glei- 
chungen (1),  (2),  (3)  eine  Identität.  Man  eliminiert  dann  x,  y,  z.  /,  /«-  aus 
den  linearen  Gleichungen  (2),  (3),  f4),  (5),  (6). 

Dasselbe  Verfahren  dient  zur  Auflösung  des  Systems  (1).  (2);  es 
genügt  die  beliebige  Gleichung  (3)  beizufügen  und  x,y,  z,^,  i^-  aus  (2), 
(3),  (4),  (5),  (6)  abzuleiten.  Die  Coefficienten  dieser  Gleichungen  sind 
durch  eine  Identität  verbunden. 

11.  Auflösung  des  Systems  ax--\~2hxy-\-cy^=m.  a.x--\-  2ßxy-\-yy^  =  f*. 
Man  schreibe  diese  Gleichungen  so  : 

X  (ax  -\-hy)-\-y  [hx  -\-cy)  =  m,     x {y.x  +  ß^/)  +  y  {ßx  -f-  yy)  =  u. 
und  löse  sie  nach  x,  y  als  lineare  Gleichungen  auf;  dann  bekommt  man  : 


Rx  = 


m      hx  -\-  cy 
u       ßx  -{-  yy 

Rjj  = 

(IX 
ax 

-\-  ly      m 

+  ßy    p- 

R  = 

ax- 
ax  - 

- by       bx  + 
hßy      ßx  + 

cy 

yy 

• 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  erhält  man  durch  Elimina- 
tion von  X  und  y,  welche  linear  darin  auftreten,  eine  Gleichung,  welche 
R-  giebt.  Ist  R  bekannt,  so  giebt  eine  derselben  für  y  einen  linearen 
Wert  in  a;;  und  dieses  genügt  zur  AufEndung  von  y  und  a;  mittelst  einer 
der  vorgelegten  Gleichungen.  Dieses  Verfahren,  welches  darin  besteht, 
nicht  lineare  Gleichungen  aufzulösen  wie  wenn  sie  linear  wären,  führt 
in  einer  grossen  Anzahl  von  Fällen  zum  Ziel  (Diekmann). 
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Dasselbe  Verfahren  kann  auch  bei  gewissen  Eliminationen  angewandt 
werden.  Setze  man  zum  Beispiele,  in  I:  a-,  =  ax-\-h'i/-\-gz.  ßs  = 
lix+lyA^fz.  yt=gx-^rfy-Vcz,  so  wird(l')  in  a,x-\-[i-jj-\-yiZ=^Q>  (7) 
übergehen  und  durch  Elimination  von  x.  y,  z  aus  (2),  (3),  (7)  ergiebt  sich 
(Äißj75)==0  oder,  in  entwickelter  Form  a^a?  +  ß»y -j- 7,2  =  0  (8),  wo 
«4,  ß,,  74  constante  Grössen  sind ;  zuletzt  schliesst  man  aus  (2),  (3),  (8)  : 
(a,ß,7,)  =  0. 

**III.  Elimination  von  x  aus  den  Gleichungen 

{a)  x^-{'px^-^qx-{-r  =  0,        y  =  a, +ba-\- c^x\  (1) 

Man  berechnet  ay'  aus  {a)  und  substituiert  seinen  Wert  in  die  mit  x  mul- 
tiplicierte  Gleichung  (1);  dieses  giebt 

xy  =  —  c^r-\-  (ff,  —  c^q)x  +  (J,  —  c^p)  x'  =  a,  +  liX  -\-  Coä?*;    (2) 
verfährt  man  auch  so  mit  [a)  und  (2),  so  kommt 

xHj  =  —  er  +  (ff,  —  c-4)  X  +  {b,  -  c,p)x'  =  as  +  b,x  +  ca'.    (3) 
Die  Elimination  von  w,  x^  aus  (1),  (2),  (3)  giebt  die  Resultante 
tti  —y        li  Gl 

a,  l,—y  C2  :=  —  (^^  +  Py2 -i- Q2/ +  R)  =  0.    (4) 

as  b-,         Cs  —  y 

Aehnlich  verfährt  man,  wenn  (a)  durch  eine  Gleichung  beliebigen 
Grades  ersetzt  wird.  Aus  der  transformierten  Gleichung  (4)  und  der 
Substitutionsformel  (!)  kann  man  im  allgemeinen  die  gegebene 
Gleichung  ableiten,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann.  Bei  einer 
cubischen  Gleichung  («)  können  «,,  ^,,  c,  so  gewählt  werden,  dass  P 
und  Q  verschwinden,  und  so  findet  man  y  (Tchirnhausen).  Daraus 
gewinnt  man  x,  indem  man  bemerkt,  dass  1,  x,  x^  sich  verhalten  wie  die 
den  Elementen  einer  Zeile  der  Determinante  (4)  entsprechenden  Unter- 
determinanten. 

Uebmgsaufgaben  92.  l»  Uebungsaufgabe  12  der  Einleitung.  2°  Auflösung  des 
folgenden  Systems  durch  das  in  II  angegebene  Verfahren  ; 
,    a;-  +  2^2  +  «=  =  1, 
\  aiX-\-biy-\-CiZ  =  ux, 
\  aiX-\-bii/-{-Ciy  =  uy, 
K  azX-\-b-^y-\-c-^z  =  uz. 

Man  findet  ein  merkwürdiges  Resultat,  welches  man  verallgemeinern  kann, 
indem  man  den  durch  Autlösung  der  vier  Gleichungen  gefundenen  Wert  von  u  mit 
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demjenigen  vergleicht,  welcher  sich  durch  Elimination  von  x,  y,  z  aus  den  drei 
letzteren  Gleichungen  ersieht. 

**'J3.  Die  allgemeine  Gleichung  vierten  Grades  kann  durch  die  cubische  Substi- 
tution y=  a  -f-  6x  +  ex-  +  dx-'  auf  die  Form  y'  +  Vy-  -|-  Q  =  0  gebracht  werden. 

**94.  Man  eliminiere  x  aus  einer  Gleichung  n''"'  Grades  in  x  und  der  Relation 
y=Yx'.fx,  wo  Fx  und  fx  irgendwelche  Polynome  bedeuten.  Die  Resultante  ist 
vom  Grade  «  in  y;  aber  die  gegebene  Gleichung  in  x  darf  keine  Wurzel  mit 
fx  =  0  gemeinschaftlich  haben  (Cayley). 


**III.  Elimination  für  zwei  Gleichungen  von  beliebigen 

Graden, 

33.  Dialy tische  Methode.  I.  Zu  grösserer  Leichtigkeit  nehmen  wir 
eine  Gleichung  5""  Grades  und  eine  3"°  Grades  : 

F  =  au  -f  aiX-\-  U'X^  -\-  a-.x^  -\-  a^x''  -\-  a-^x'-'  =  0, 
/  :==  ^0  +  ^.^  +  h.x""  +  b-.x^  ==  0. 
Für  jede  gemeinschaftliche  Wurzel  x  hat  man  : 
a;«F=0,  a;F=0,  F=0,/=0,  a;/=0,  a;!/=0,  x^J^O,  ^'7=0;     (1) 
diese  Gleichungen  schreibe  man  so  : 

iiüX"^  -|~  ^*'^^  "h  ^''-'^*  4"  "^^'  4"  "*'^'^  +  "5^"  =^  ^' 

»0  -\-axX-\-  a-^x'^  -j-  (i-,x^  -\-  a^x*  -\-  a^x^  =  0 ; 
*o  +  b^x  +  b,x'-  +  b,x^  =  0, 

ioa;  +  iiaj^*  +  ö^a;^  +  ^3^;*  =  0, 

^»«0;'  -|-  btX'^  -}-  *:.«'•  4-  ^^^'  =  0, 

^»05;' +  (^lO;*  +  Ms  +  ^3«'' =  0, 

Joa;*  +  biX'  +  ö.a;«  +  b,x'  =  0. 
Man  betrachtet  in  den  (3  +  bj  Gleichungen  die  Grossen,  x,  x^,  x'',x'',  x\ 
x'^fX''  als  von  einander  verschiedene  Unbekannten.  Dann  erhält  man 
durch  Elimination  die  Bedingung  S  =  0,  wenn 
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Zur  Abkürzung  hat  man  die  Null-Elemente  nicht  geschrieben. S  heisst  die 
Sylvester-Eliminanie  der  Gleichungen  F  =  0,  /'=0;  S  =  0  ist  die 
Resultante  von  F  =  0,  /=  0  und  drückt  die  notwendige  Bedingung  aus, 
damit  F  =  Ound/=0  wenigstens  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  r 
oder  dass  F  und  /  wenigstens  einen  geraeinschaftlifhen  linearen  Factor 
a;  —  r  haben. 

Diese  Bedingung  ist  auch  hinreichend.  Denn,  hat  man  S  =  0,  so 
besteht  dieselbe  lineare  Relation  zwischen  den  Elementen  jeder  Colonne 
von  S  (N'  20  oder  30),  und  man  kann  setzen  : 

?.oöo  -[-|W,oJo  =  0, 

?.oas  +  ^iÖ2  -f-  ^^^i  -\-  voii  -\-  iJ-iii  +  f^i^i  -\-  p-J)o  =  0, 

>0«»  +  ^«3  4"  ^-2^2  +^1*3  4-|^2^2  +  P5Jl  +iU.4&0  =0, 

+  ^fls  +  ^2a4  -\-  lJ.-J)t-[-  ^J),^  =  0, 

hier  bedeuten  },o,  ?>i,  Aj,  jU/o,  |W'i,  |W'2,  .«-s,  fx-»  Grössen,  welche  nicht  alle  null 
sind.  Multipliciert  man  diese  Relationen  beziehungsweise  mit  1,  x,  x'*, 
x\  x^,  x\x'^,  x\  wo  X  einen  beliebigen  Wert  hat,  und  addiert  man  die 
Producte,  so  folgt  : 

(^  +  l^x  +  /za;*)  F-[-  (^0  +  (J-xX  -\-  u^x^  +  u.^x^  -j-  ij.^x')f=  0.     (2) 

Wenn  eine  der  Grössen  l  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  es  auch 
wenigstens  eine  der  Grössen  i^,  denn  sonst  halte  man  F  =  0  für  jeden 
Wert  von  x.  Da  keines  der  vier  Polynome  in  (2)  identisch  gleich  null  ist, 
so  schliesst  man  aus  der  Identität  (2),  dass  das  Polynom  /  dritten  Grades 
Teiler  von  (P  o  -\-liX-{-  l-x^)  F  ist ;  also  haben  /  und  F  mindestens  einen 
gemeinschaftlichen  linearen  Factor  x  —  r,  und  die  Gleichungen  F  =  0, 
/=0  haben  die  gemeinschaftliche  Wurzel  r. 

II.  Wir  setzen  jetzt : 
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S5  = 
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und  nennen  Si,  S2,  Ss  erste,  zweite,  dritte  Haupt-Ünterdeterminante 
von  S.  Man  erhält  Si  aus  S,  S..  aus  Si,  Sj  aus  Si',  indem  mau  in  S,  S, 
oder  Si  die  erste  und  die  letzte  Zeile,  die  erste  und  die  letxte  Cölonne 
unterdrükt. 

III.  Ferner  setzen  \vir 

(D  =  Co-\-CiX  +  c,x^  +  CiX''  ■+■  ca;*,     <^  =  dv  -\-diX  -{-  d^x*, 
so  dass 

(lo  =  —  rco, 


ßi  =Co  — rc,. 

«2  =  Cl 

—  rc„ 

ßs  =  Ci  —  rci. 

ß*  =  C: 

—  rCi, 

flr.  =  C, 

b,  =do — rd,. 
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Damit  die  Gleichungen  9  =  0,  di  ^  0  eine  gemeinschaftliche  Wurzel 
S  haben,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  S'  =  0.  wenn 


S' 


d. 

Ziehen  wir  in  S'  die  mit  r  mulliplicierten  Colonnen  2,  3,  4,  5,  6  be- 
ziehungsweise von  den  Cclonnen  1,  2,  3,  4,  5  ab,  so  finden  wir  S'  =  Si. 
Also  ist  S,  =0  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
dass  die  Gleichungen  9  =  0,  -]>  =  0  eine  gemeinschaftliche  Wurzel 
haben. 

So  ist  auch  S2  =  0  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
dass  die  Gleichungen  ^  =  0,  o)  =:  0  eine  gemeinschaftliche  Wurzel 
haben,  vorausgesetzt  dass  9  =  (.r  —  s)  7,  'li  =  {x  —  ä)  co  (Falk). 

IV.  Vorstehende  Resultate  kann  man  in  folgendem  Satze  zusammen- 
fassen :  Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  eine  einzige 
gemeinschaftliche  IVitrzel  von  F  =  0,  /=  0,  sind  S  =  0,  S,  verschieden 
von  0;  für  ztoei  {und  nur  zioei)  gemeinschaftliche  Wurzehi  :  S^^O, 
S,  =  0,  S2  verschieden  von  0;  für  drei :  S  =  0,  Si  =  0,  Sj  =  0,  S-,  ver- 
schieden voti  0  (wiis  in  dem  betrachteten  Falle  stattfindet,  da  S3  =  ^3)- 

Uebungsaufgabe  95.  Bedeuten  a,  b  Polynome  in  y,  so  hat  die  Resultante  S  :=  0  zu 
Wurzeln  die  Werte«,  »,...  von  y,  welche  mit  fjeeifjneten  Werten  von  x  den  Glei- 
chungen F  =  0,/=  0  genügen.  Aus  N'  33,  IV  kann  man  ein  Mittel  ableiten,  um 
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zu  erfahren,  ob  einem  Wertey  =  w  ein  oder  mehrere  Werte  von  j;  entsprechen, 
ohne  diese  eelbst  zu  bestimmen. 

S4.   Gleichung  mit  den  gemeinschaftlichen  Wurzeln.  I.  "Wenn  S  =  0, 

Si  verschieden  von  0  ist,  so  verhalten  sich  die  Grössen  1.  x,  x-,  x^,  x\ 
x^,  x^j  nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Elimination,  wie  die  den 
Elementen  irgend  einer  Zeile  entsprechenden  Unterdeterminanten. 
Wir  betrachten  zum  Beispiele  die  erste  Zeile;  dann  findet  man  (nach 
Division  durch  einen  gemeinschaftlichen  Factor) : 


ÖS 


Ol       O2      O3  Oo       Ol       O'i      0-, 

bo     öl     b.     b-,  ba     b,     h    b-, 

b. 

Bezeichnen  M,  N   die  beiden   letzten  Determinanten,  so  hat  man 
M:^  -|-  N  =  0  oder  zufolge  der  Eigenschaft  VI  : 
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Die  zweite  Form  ergiebt  sich  aus  der  ersten,  indem  man  zur  ersten 
Colonne  der  ersten  Determinanten  die  beziehungsweise  mit  x'^,  x'\  x*, 
X^,  x^  raultiplicierten  Colonnen  2,  3,  4.  5,  6  addiert. 

IL  Man  kann  auch  leicht  a  posteriori  beweisen,  dass  die  Gleichung  (e) 
durch  die  einzige  den  Gleichungen  F  =  0,  /=0  gemeinschaftliche 
Wurzel /•  genügt  wird.  Nämlich  :  1"  Nach  ihrer  ersten  Form  ist  die 
Gleichung  (e)  nicht  eine  Identität,  da  man  sie  schreiben  kann  M^-}-N=0 
und  der  Coefficient  von  x  gleich  der  von  Null  verschiedenen  Unterdeter- 
minante Si  ist.  2"  Nennt  man  Ui  die  zweite  Determinante  {e),  so  ist  Ui 
durch  X  —  r  teilbar,  da  ja  x  —  r  ein  Factor  der  Elemente  xF,  F,  /, 
xf,  x^f,  x'f  der  ersten  Colonne  von  U|  ist. 

Man  bemerke,  dass  Ui  sich  von  Si  herleitet,  indem  man  die  ers.te 
Colonne  von  Si  durch  [xF,  F,/,  xf,  x^f,  x''/]  ersetzt. 


üebungsaufgabtn.  96.  Haben  F  =  0, /■=0  zwei  (und  nur  zwei)  pemeinschaft- 
liche  Wurzeln,  80  findet  man  diese  durch  Auflösunjr  der  Oleii-hun»  üt  =0, 
wenn  U,  die  Determininte  Si  nach  Einsetiunjj  von  {?,f,xf,  x.f]  an  Stelle 
der  ersten  Colonne  von  S»  bedeutet.  Ein  analoger  Satz  findet  statt  bei  drei  gemein- 
schaftlichen Wurzeln. 

97.  Haben  die  Gleichunpr>^n  F  =  0,  /"=0  eine  einzigre  gemeinschaftliciie  Wur- 
zel r,  80  sind  die  Gleicliunfren  -,?  =:  0,  i^  =  0  (s.  N'  33,  III),  zufolge  der  Gleichung 
(2)  von  N'  33,  I,  gleichbedeutend  mit 

jj.g  -f-  y.,a;  +  >j.iX^-  -\-  yzX^  +  /■'■«'p'  =  0,    Va  -r'ux-\-)iX-=:0.  (a) 

Die  Grössen  >,  //  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  der  N"  33,  die  ihnen  zur 
Erklärung  gedient  haben;  setzt  man  ihre  Werte  in  («;  ein,  so  erhält  man  zwei 
Gleichungen,  welche  wir  mit  V  =:  0,  W  =  0  bezeichnen  und  die  den  vorgelegten 
Gleichungen  nicht  gemeinschaftliche  Wurzeln  haben.  Hier  sind  V  und  W 
gleich  der  Determinante  S,  in  welcher  die  erste  Colonne  beziehungsweise  durch 
[0,  0,  0,  1,  X,  X-,  x',  a*]  und  [a;-,  a;,  1,  0,  0,  0,  0,  0]  ersetzt  wird.  Ein  analoger 
Satz  ist  anwendbar  bei  zwei  oder  drei  gemeinschaftlichen  Wurzeln. 

98.  Haben  die  Gleichungen  F=:0,  /"=  0  zwei  gemeinschaftliche  Wurzeln,  so 
muss  die  lineare  Function  U,  identisch  gleich  Null  sein,  da  sie  einen  Teiler 
2ien  Grades  hat.  Folglich  sind  auch  alle  zweiten  Unterdetermin-inten  von  8  null, 
welche  durch  das  Schema  S  dargestellt  sind,  wo  man  die  erste  und  die  letzte 
Zeile  streicht.  Ein  analoger  Satz  ergiebt  sich  bei  drei  gemeinschaftlichen  Wurzeln. 

35.  Methode  von  Cauchy.  I.  Wir  betrachten  wieder  die  Gleichun- 
gen F  =  0,  /=  0  der  N""  33  und  schreiben  : 

F  =  ao-{'COyi  =  a,  -{-X-y-,  =  «2  +  ^5^/2, 

«>>  ßi,  '/>,  '^i  bedeuten  Polynome  i'*"  Grades  in  x;  die  beiden  ersten  «,,  ß, 
bestehen  beziehungsweise  aus  den  (i  -\-  1)  ersten  Gliedern  von  F  und  /. 
Ferner  setzen  wir  : 

Co  =  F^2  — /y^  =  «o'^-'  —  ßo'/i  =  Coo  -\~  CoiX  -j-  Cr.X^  +  Cn:,X^  -\-  CokX\ 
C,   ==  F(5,    —Jy:  =«,0,  —  ß,-/3  =  Cin  -\-  CtX  -{-  Ci2X^~{-C,sX'^  -{-CnX*, 

Gi  =  F;Jo  — /y-2  =  Xi^o  —  ß-y->  =  Cio  -{-  C2iX  -{-  c^^x^  +  c^zX'  -\-  Cj^a;*; 

die  Anzahl  der  Hülfspolynorae  C  ist  gleich  dem  niedrigsten  Grade  der 
Polynome  F  und/.  Die  Coefficienten  ergeben  sich  aus  einem  einfachen 
Satze  :  bedeutet  diu  das  Binom  ail)k^\  —  Ok^Ju,  so  ist 

Ci/f  =  Cki,  Cik  =  dik  -\-  Ci..{,  t+i, 

fiir  geeignete  Werte  von  i  und  k.  Der  Beweis  dieses  Satzes  unter- 
bleibe hier,  da  wir  ihn  nicht  anwenden  werden. 
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Eine  den  Gleichungen  F^^O, /=0  gemeinschaftliche  Wurzel  r 
genügt  folgenden  Gleichungen,  deren  Anzahl  dem  höchsten  Grade  der 
Polynome  F  und  /  gleich  ist : 

Co  =  0,     C,  =0,     C2  =  0,    /=0,     xf^O. 

Betrachtet  man  hier  a;,a;-,a;'',a;'' als  von  einander  verschiedene  Unbekann- 
ten, so  giebt  die  Elimination  dieser  Grössen  eine  Gleichung  R  =  0,  wo 


R  = 


gesetzt  ist.  R  ist  die  Eliminante  von  Cauchy.  Man  sieht,  dass  eine 
gemeinschaftliche  Wurzel  der  Gleichungen  F  =  0, /=  0  nur  besteht, 
wenn  R  =  0;  diese  Bedingung  ist  auch  hinreichend,  was  man  wie  oben 
N'  33  beweisen  kann. 
II.  Die  Gleichungen 

C,  =  0,  C,=0,  C,  =  0,/=0,  xf=0,  x''f=0,  xr  =  0,  x'f=0,     (3) 

haben  eine  ^/m?««Ä^^  M ;  entwickelt  man   diese,  so  findet  man  leicht 

Man  schreibe  die  drei  ersten  der  Gleichungen  (3)  in  der  Form  : 

F(/;,  -1-  h.x  -\-  bzX^)  — /(fli  -|-  «-'^  -^-  «sä:-  +  ttiX'  -|-  a^x'')  =  0, 

F(&2  4-  b.,x)  — /(rt2  +  «3«  +  ttiX-  -|-  a^x'^)  =  0, 

F&3  — /(ö3  +  ai,x  -\-  a^x^)  =  0; 

hieraus  sieht  man,  dass  auf  einfachem  Wege  das  System  (1)  aus  dem 
System  (3)  hergeleitet  wird.  Dasselbe  Verfahren  führt  M  in  ^^S  über. 
Folglich  ist  M  =  J^R  =  J^S,  und  somit  R  =  S.  Zugleich  ist  erwiesen, 
dass  R,  =  Si,  R2  =  S2,  R3  =  Ss,  wenn  Ri,  R2,  Rs  nichts  anderes  sind 
als  die  Determinanten  R,  Ri,R2,  in  denen  man  die  erste  Zeile  und  erste 
Colonne  gestrichen  hat.  Also  kann  man  in  N'"33,  IV,  S,  Si,  Sj,  S3  durch 
R,  Ri,  R2.  R3  ersetzen. 

Um  die  Gleichungen  R  =  S,  R»  =  Si,  u.  s.  w.,  zu  beweisen,  kann  man 
dem  Producte  =fc  R*  die  erste  der  in  Ueb.  68  angewandten  Formen  geben 
(man  ändert  die  Vorzeichen  der  letzten  Hälfte  der  Zeilen);  die  neue  Deter- 
minante ist  das  Product  von  ±  S,  in  "welchem  die  Elemente  der  Zeilen 
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2,  4,  6,  ...  ihr  Vorzeichen  gewechselt  haben,  mit  derselben  unter  einer 
etwas  verschiedenen  Form  geschriebenen  Determinante  ±  S  (Le  Paige). 

30.  Das  Theorem  von  Bezout  über  Elimination.  Die  in  N"^  33  ge- 
brauchten Buchstaben  a,, Ä,  sollen  jeizi  Polynome  von  den  Graden  5  —  i, 
3  —  i  in  einer  zweiten  Unbekannten  y  bedeuten,  so  dass  üiX'  vom  Grade 
5  und  b,x'  vom  Grade  3  in  a;  und  y  sind.  Wir  werden  dann  beweisen, 
dass  S  (oder  R)  höchstens  den  Grad  5  X  3  in  y  erreicht  (höchstens  den 
Grad  m^i,  wenn  m  und  7i  die  Grade  der  Polynome  F  und  /bezeichnen). 
Zu  diesem  Zwecke  ersetzen  wir  in  S  die  Grössen  Uo,  «i,  ßj,  flö,  a*,  «s  be- 
züglich durch  aot\  aU\  aif,  a-A-,  aj,  ös,  sowie  auch  bot  ^i>  ^2,  J»  durch 
hP,  bit*,  b2t,  bs.  Hiermit  wird  jede  Grösse  a  oder  b,  folglich  auch  jedes 
Glied  von  S,  mit  einer  Potenz  von  t  raultiplicien,  deren  Grad  genau 
dem  Grade  dieses  Gliedes  in  y  gleich  ist;  die  also  transformierte  Deter- 
minante S  heisse  T.  Nun  raultiplicieren  wir  die  Colonnen  von  T  bezie- 
hungsweise mit  1,  t,  t^,  t\  t^,  f,  /^  f  und  dividieren  nachher  die 
Zeilen  durch  t\  i\t\  1,  t,  P,t\  i'.  Der  Wert  von  T  bleibt  ungeün- 
dert,  aber  S  geht  identisch  in  T  über,  wenn  man  die  5  letzten  Zeilen 
von  S  mit  t^  multipliciert,  daher  ist  T  =  S^'%  und  da  jedes  Glied  von  S 
mit  t'^  multipliciert  wurde,  so  muss  es  vom  15"^"  Grade  sein.  Der  Satz 
ist  hiermit  bewiesen  (Janni). 

Die  der  Gleichungen  F^O, /=0  entsprechenden  Curven  haben 
5X3  Schnittpuncte.  Diese  Anzahl  kann  nicht  niedriger  sein,  wenn  man 
allgemeine  Gleichungen  betrachtet;  denn,  nimmt  man  für  die  erste 
Curve  ein  System  von  5  Geraden,  für  die  zweite  ein  System  von  3  Gera- 
den, so  hat  man  15  Schnittpuncte  [7nn  Schnittpuncte  für  ein  System  von 
m  Geraden  mit  einem  System  von  n  Geradon)  (Cremona).  Also  ist  die 
Resultante  ton  zwei  Gleichungen  von  den  Graden  m  und  n  im  allge- 
meinen tom  Grade  mn  und  die  entsprechenden  Cnrven  haben  mn  gemein- 
schaftliche Puncle  (welche  reell  oder  imaginär,  verschieden  oder  zusam- 
menfallend sind). 

Uebungsaufgabe.  100. Sind  in  einerGleichuDg;)'«»Grade8  ina^undydieniedrigsten 
Glieder  vom  Grade  p'.so  sagt  man, dass  die  entsprechende  Curve  im  Anfanf^spunete 
0  einen  mehrfachen  Punct  von  der  Ordnung^'  hat.  Es  wird  nun  gefragt,  durch 
welche  Potenz  von  y  die  Resultante  S  =0  von  F  =  0.  /=0  teilbar  sei,  wenn  die 
entsprechenden  Curven  beziehungsweise  von  den  Graden  m  und  n  sind  und  die 
erste  in  0  einen  Punct  der  Ordnung  m' ,  die  zweite  in  0  :  1°  einen  gewöhnlichen 
Punct;  2» einen  Punct  der  Ordnung  n'  hat. 


ANHANG 


I.  Determinante  als  symbolisclies  Product. 
**'Si.  Definition  mittelst  symbolischer  Produote.  I.  Das  Product 

lässt  sich  schreiben 

indem  man  die  Factoren  zusammenstellt,  ohne  sie  zu  invertieren.  Ersetzen  wir  in 
diesem  Ausdrucke  t',  p  durch  Null,  und  ji  durcli  —  ij,  so  wird  derselbe 

(flii»  —  aibi)ij. 

Ersetzen  wir  dann  ij  durch  die  Einheit,  so  bekommen  wir 

Man  kann  also  conventionell  schreiben 

\ah\  =  (a,t  +  bj)  {a^^i  +  bj), 

wofern  man  das  Product  des  zweiten  Gliedes  der  Gleichung  bildet  ohne  /,  /  zu 
invertieren  und  die  angezeigten  Abänderungen  vornimmt. 

II.  Man  kann  auch  symbolisch  schreiben 

\  abc\~  {a^i-{-b^j-\-c^li)  («2»  +  ^2/+  c-i^)  («5»  +  b-J -\- c-J^'), 

wofern  man  in  dem  Producte  des  zweiten  Gliedes  der  Gleichung  :  1°  die  Fac- 
toren iik  zusammenstellt  ohne  sie  zu  invertieren  2"  i-,  j-,  k-  durch   0,  ;i  durch 
—  j'i,  i;  durch  —Jk,  Ät  durch  —  tk,  ijk  durch  1  ersetzt. 
Man  findet  zuerst  als  Product  der  zwei  ersten  Factoren 

iaib2—a.,bi)ij\-(b^C2  —  b.,Ci)Jk-{-(a2Ci  —aiC.,)ki   oder   AJk-l-B^ki  +  C-JJ. 

und  dann 

i\.Jk  +  B^U  +  CJJ)  {a.j+b.j+c.,k)  =  a-A.-,  +  br,B.  +  C5C3  =  \  abc  \  . 

III.  Obiges  lässt  sich  auf  eine  beliebige  Determinante  ausdehnen.  So  ist  sym- 
bolisch 

I  ahcd  1  =^a^i-]-b^j  -i-Cfk-i-dil)  X  («2* -t-^j/ +  ^2^-1-  dJ) 

X  (a-J  +  *ö;  +  c-,k  +  d-J)  X  («4«  +  *  J  +  c.,k  +  dJ), 

wofern  man  in  dem  Producta  des  zweiten  Gliedes  der  Gleichung  die  Factoren 
i,  j,  k,  l  nicht  invertiert ;  ferner  t-,  j-,  k-,  l-  durch  0,  ji,  ki  u.  s.  w.  durch  —  ij,  —  ik, 
u.  s.  w.  und  tjkl  durch  1  ersetzt. 
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II.  Dialytische  Eliminations-Methode 

I.  Notwendige  Bedingung.  Es  seien  die  Polynome  gegeben  : 

Q  =  qo.T'  -\-  j,.r'  H \-g*  =  (l>oX^-^b,x  +  *j)  (CoX»  +c,a;  +  c.), 

welche  einen  gemeinsamen  Factor  haben.  Die  Coeflicienten  p,  q  von  P,  Q,  lassen 
Bich  durch  die  Coenicienten  ff,  b,  c,  ausdrücken.  Ersetzt  man  sie  durch  diese 
Werte  in  der  Sylvester-Eliminanle  der  Polynome  P,Q,  so  wird  man  finden,  dass 
diese  gleich  ist  der  Sylvester-Eliminanteder  Polynome 

Oox^  -\-  ff,a-4  +  flja;3  _|_  ^.x^  -f  0.x  +  0, 
b^x*  +b^x'^  -\-b^_x^  +  d-rr  +  O; 

und  dass  diese  Eliminante  null  ist,  weil  sie  zwei  aus  Nullen  zusammengesetzte 
Colonnen  enthält. 

II  Der  Lehrsatz  der  dialy  tischen  Methode  lässt  sich  aus  derTheorie  des  grössten 
gemeinschaftlichen  Teilers  ableiten,  ohne  dass  man  nötig  hat,  sich  auf  das 
Pi-incip,  das.s  jede  algebraische  Gleichung  eine  Wurzel  hat,  zu  stützen.  In  dieser 
Darstellungsweise  lautet  das  Princip  der  dialytischen  Methode: 

Zfvei  ganze  Polt/nome  F,  /  haben  dann  (\'  33)  und  nur  dann  einen  gnnein- 
schaßlichen  Teiler,  wenn  die  Sylvester- JEliminante  von  F  und  f  null  ist. 


III.  Vermischte   Uebungsaufgaben. 

101.  Bonolis'  Regel.  Man  findetacht  Glieder  der  Determinante  ]  nbed  ',  wenn 
man  mit  regelmässiger  Abwechselung  der  Vorzeichen -\- wxid  —  die  Producte  der 
vier  Elemente  der  ersten  Diagonale  und  der  drei  parallelen  Reihen  der  Tafel 
\\abcdabc\\  (Zeilen  1234),  sowie  die  der  zweiten  Diagonale  und  der  parallelen 
Reihen  ausschreibt  Die  sechzehn  andern  Glieder  findet  man,  wenn  man  die  Deter- 
minanten —  1  abcd  |,  und  -f-  [  (idi)C  \  ähnlicherweise  behandelt. 

**102.  5owo/ts' Ä^^«^  auf  alle  Determinanten  geraderund  Sarrus' Segel  (ü' 9) 
auf  alle  Determinanten  untjerader  Elemeotenzahl  auszudehnen. 

103.  Die  Determinante 

2,  0,  4 

3,  5.  1 
6,  6,  3 

ist  teilbar  durch  17,  weil  204,  357,  663  durch  17  teilbar  sind. 

104.  In  einer  Determinante  gerader  Elemontenzahl,  kann  man  die  Vorzeichen 
aller  geraden  Elemente  wechseln  (s.  Ueb.  15). 

105.  Folgende  Relationen  zu  verallgemeinern  (Vgl.  N^  19,  III  und  Ueb.  58)  : 


fli     h,     ci 
a->    Ii2     fj 

«5       l>i       Ci 


1 


«l/^lCi 


1  1  1 

ih,b[C\     (i\l)-,C\     a\b\C2 
o-J'iCi     OibzCi     fliöiCj 


a,l>-2  —  (h^'l,       (l\Ci  —  (7;C| 

ai''3  —  a-Jii,    OiCs  —  fljCi 
(Studnioka) 
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106.  Zu  berechnen  (Vergl.  Ueb.  41,  2°) 


A  = 


sin*a,  sinacosa,  cos-a 
sin*/^  sinicos/;,  cos*6 
sin^c,    sine  cos  c,    cos*c 


,  B  = 


sin*a,  sin'acos*a,  cos'a 
ein*  i,  sin*  b  cos-  b ,  cos*  b 
sin*  c,    Bin*  c  cos'  c,    cos»  c 


**107.  Sind  M  und  N  ganze  Functionen  der  Sinus  und  Cosinus  von  a,  b,  e,  so  ist 

I  sin  '''+*  a,  sin  a,  cos  a  |  =  AM, 
I  sin  *Pa,      sin-  a,  cos-  a  |  =  BN. 

108.  Wenn  P  =  sin  ^  (b  —  c)  sin  i(c  —  a)  sin  ^  (a  —  6),  so  hat  man 

I  sin  a,  cos  a,  sin  2(i  ]  =  P  [sin  (/>  -\-  c)  -{-  sin  (c  +  a)  -|-  sin  (a  -f  ö)]; 
I  cos  2a,  sin  a,  1  j  =  16  P  cos  ^  (6  -f  c)  cos  i(c  -\-a}  cos  5  (a  +  6); 
1  cos  a,  Bin  2a,  1  |  =  4  P  [cos  a  -f-  cos  />  +  cos  c  —  cos  (a  -\-  b  -i-  c)]; 
I  cos  a,  tang  a,  1  |  X  <^os  a  cos  b  cos  c  =  P ; 
I  sin  2tt,  tang  a,  1  |  X  cos  a  cos  /»  cos  c  =  2P  sin  (a  +  6  +  c). 


_J  —  4sin(i  — c)  sin(c  — «)  sin  {a  —  b)  ) 
~  (  X  sin  (a;  +  a  4-  6  -f  c)  ) 


109.  I   sin  a,  cos  a,  sin  (x  -f  3j) 

sind,  cos  d,  sin(a;  +  36) 

1  sin  c,  cos  c,  sin  (a;  -j-  3c) 

I  1,  sin  2a,  cos  2a,  cos  (x  +  4«)  (  =  etc.; 
(  sin  a,  cos  a,  sin  3a,  cos  3«,  sin  {x  +  5a)  |  =  etc. 

**110.  Setzt  man  x=  +  Px-  +  Qx  -f  R  =  (a;  —  a)  (x  —  /3)  (a;  —  7), 
yx  =  Ao  -j-  Aio;  -f-  Aox-  +  A^a;^  -)-  Ä^a;'', 
^x  =  Bo  -H  B,a;  +  Bi-x-  +  B^x'  +  BiX", 
XX  =  Co  +  C,x  4-  Cox^  4-  C-,x'^  +  C^x*, 

so  ergiebt  sich 


Ao 

A, 

A-2 

A3 

A, 

<jlX        t^T. 

X^« 

Bo 

B. 

B, 

Bj 

B4 

1      a     «- 

?ß     ^,3 

XiS 

= 

Co 

c, 

c. 

C3 

C4 

1      ß      ß-^ 

?•/      'J'V 

x/ 

R 

Q 

P 

1 

0 

1     V     •/ 

0 

R 

Q 

P 

1 

(Vgl.  19,  Ueb.  11,  a.  E.)-  Man  kann  beweisen,  dass  AmBnC^^  in  beiden  Gliedern 
der  Gleichungen  mit  gleichen  Quantitäten  multipliciert  wurden. 

**111.  Man  kann  gemäss  obiger  Aufgabe  die  Determinanten  ausrechnen,  in 
welchen  die  Elemente  jeder  Zeile  positive  ganze  Potenzen  des  Sinus  und  Cosinus 
eines  und  desselben  Winkels,  oder  der  Sinus  und  Cosinus  der  ganzen  Multipel 
eines  und  desselben  Winkels  sind  (G.  Loria) 

*112.  Wenn  t  =  |/  —  i,  so  haben  wir 


b  (   ^\  \  a-\-bi        b  —  ai\_\    \  a-\-bi 


—  b    a 


2i\  —2bi 


2ai 


'  2i     a  —  bi 


0 
2b  -\-  2ai 


2i\  a 

a-\-  bi 
a  —  bi 


b  —  ai 
bi       b  -\-  ai 

0      I 

a  —  bi\ 
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Aehnliche  Rechnungen  (Baltzer)  ermöglichen  den  Beweis,  dass  jede  Determi- 
nante von  der  Form 

a      b       c      d       c      f 

—  b    a    —  d    c    —f   e     . . 
p      q       r      s       t       u     .  . 

—  q    p     —  s     r    —  w     t     .. 


die  Summe  von  zwei  Quadraten  ist  (Voigt) 
113. 


ax  —  hy  —  CJ 

aij  +  bx 

as-f  ex 


atj  4-  l>x 

Inj  —  c;  —  ax 

In  -j-  CIJ 


a;-f"  ex 

i;  -I-  c\i 

C3  —  ax  —  Inj 


11 


=  (a-  +  Ir  -I-  c'j  (a;-  +  y-  +  ^■)  (a-^  +  h  +  «). 

Fall  wo  x^a,y=^b,z—c. 

i.  I  a  +  pl),  b  +  qc,  c  -\-  ra  \  =  \  a,  h,  c  \  (l  +  pqr); 

I  a  -f  pb  -^-  qc,     b  -\-  rc  +  sa,    c-\-  ta-\-  üb  \  =  etc. 


115. 


116. 


117. 


a-\-b-\-  c 
a  +  b  -\-  c 

{a  -f-  b/'-  ca 

ca  {b  +  c)- 

hc  ab 


a-\-h-\-c 

2h 
a-[-b-]-c 

bc 

ab 

(c  +  ay- 


a-}-h-\-c 

a  +  b-\-c 

2c 


=  8abc . 


2ahc  {(i  +  />  +  c)% 


1 ,     h  +  c-\-d,     bc  -f  cd  -\-  db,     bcd 
1,    c-\~  d-\-  a,    cd  -\-  da  -|-  «c,     cda 


=  I  1,  II,  a-,  a'^  I 


118. 

1 

a 

a- 

a" 

ä-' 

1 

b 

b^ 

a~- 

/-' 

1 

c 

a~^ 

b-' 

C-' 

1 

119.  Wenn 

(a  -  //r  (a  -\-b){c  —  a)  {b  —  c) 
a^b^c 


hat  man 


+ 


x  =  by  -\-  cz  -{-  du  -\-  ev, 
»/  =  Ci  +  du  -{-  ev  -\-  ax, 
z  =  du  +  ev  -\-  ax  -\-  by, 
u  =^  ev  -\-  ax  -{-  bij  -\-  es, 
V  =  ax  -\-  by  -\-  e:i  -\-  du, 

h  r  rl 

+ 


i-l^a       i-\-b   '   l-\-c   '   1  +  (/       l  +  e 


l 


**120.  Eine  Determinante  liat  das  Vorzeichen  seines  ersten  Gliedes,  wenn  jedes 
Element  seiner  Diagonale  an  absolutem  Werte  die  Summe  der  absoluten  Werte 
der  andern  Elemente  derselben  Zeile  übersteigt  (L.  Levy). 
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Denn  1"  der  Lehrsatz  ist  wahr,  wenn  alle  Elemente,  ausser  denen  der  Diagonale 
Null  sind;  '2°  wenn  diese  anderen  Elemente  von  Null  ab  an  absolutem  Werte 
wachsen,  ohne  dass  in  irgend  einer  Zeile  die  Summe  ihrer  absoluten  Werte 
den  absoluten  Wert  des  Elementes  der  Diagonale  übersteigt,  so  kann  die 
Determinante  nicht  Null  werden.  Sonst  gäbe  es  ein  entsprechendes  System 
homogener  linearer  Gleichungen,  das  sich  auflösen  liesse  durch  Werte  der 
Unbelvannten,  die  nicht  null  wären,  so  dass  eine  Gleichung  des  Systems  absurd 
sein  müBste. 

**121.  Das  System 

a^x  +  J<y  +  c^z  +  diU  +  e^v  =  0,    (t  =  1, 2, 3,  4) 
asoa  +  hy-i-CsZ  -\-  dsU  +  Csf  =  I, 
kann  dargestellt  werden  in  folgender  Form  : 

7ia?  +  aay  + /3Z2  =0, 

Wenn  man  die  aus  den  beiden  Systemen  gezogenen  Werte  von  a?  gleichstellt, 
ergiebt  sich  Muir's  Lehrsatz  :  JStne  Determinante,  welche  mit  gewissen  ihrer 
Unterdeterminanten  multipliciert  wird,  ist  gleich  einer  Continuante  {Vgl.  Ueb.  81) 
(Chrystal). 

**122.                                        1           P  Q  R 

ai  bi—üiX  C| — bix  — CiX 

ffo  Ih  —  flaa?  f  2  —  ^23?  —  C2X 

ct-^  !>:;  —  a^x  Cz  —  bsX  — CsX 

ist  die  einzige  mit  Elementen  vom  ersten  Grade  in  Bezug  auf  x  in  den  drei 
untersten  ihrer  Zailen  Determinante,  welche  gleich  ist  x^  -f  P^"  4-  Q^?  +  R  multi- 
pliciert mit  einem  von  x,  P.  Q,  R  unabhängigen  Factor  (C.  Bourlet). 


*123. 


^?  +  J'i"  +  'i       !EiX2-\-yiy-i-\-tiZ.i  XiX-,  +  yiy-,-\-ZiZz    1 

XiX2-\-yiy-i-\-ziZ2     xl+yl-\-zl  xix-^-^-y^y-.-^-Ziz-,    1 

X\X;-\-y^y-^-\-z^z-^  X2ti-\-y-iy%-^-Z2Z-,  a^f-f^l+z?         1 

1                                 1  10 


(Comp,  n»  25,  I,  2°,  27,  I), 


Xv—x-^    y\—y-,    zi  —  z-, 

X2  ~  Xs    yo  —  y-o    «2  —  23 
*124.  Der  Radius  x  eines  Kreises,  welcher    äusserlich  drei  sich  gegenseitig 
äusserlich  berührende  Kreise  mit  den  Radien  a,  b,  c  berührt,  ergiebt  sich  aus  der 
Gleichung  ; 


=  0. 


-1 

1 

1 

1 

a' 

1 

-l 

1 

1 

b 

1 

1 

-1 

1 

c 

1 

1 

1 

-1 

X' 

1-' 

*-' 

C-' 

a;"' 

C 

-   9G  — 


*125. 


y*   y 


fv 


fy 


/.v 


y  — a 

y-/3 

y-  i 

.A 

/* 

fz 

Z   —OL 

2-, 3 

z  —  -/ 

/« 

/« 

/« 

«  —  a      tt  —  ,3      tt  —  y 


wenn/a:  =  (a;  —  «)  (a;  -  ,5)  \x  —  ■/)  (Cauchy). 
**i:^6.  Man  erhält 


(P  +  Q)i  = 


0 

—  ö  —  o. 

-h-ß 

—  c  —  v 


a  -\-  <x  b-\- ß 

0  / 

-/  0 

-ff  -h 


C  +  y 

9 
h 
0 


PQ  = 


-ß 
—  'I 


a      b  c 

0     /  9 

-f    0  h 

—  g-h  0 


wenn  P-,  Q-  respective  der  Wert  der  ersten  Determinante  ist  unter  der  Voraus- 
setiung  1  =  ^  =  y  =  0  oder  a  =  b=c  =  0  (Vgl.  Ueb.  20,  5ü)  (Cayley). 


127. 


128. 


129. 


a-\-  c  i  +  rf  a  -\-  c  b  -\-  d 

b  -]-  d  a-\-  c  b  -\-d  a  +  c 

a  +  b  b  -\-  c  c-\-  d  d  -V  a 

c  -\-  d  d-\r  a  a\-b  b -\-  c 


c 

f 
j 

0 
1 
1 
1 
1 


'      A  +  B  +  Cj      \a-\-a>    b-^x    c-\-x 
'  _^  0  + E  +  F  '.=    (i  +  a;    e-Yx    f-\-x 


130. 


1111 
a  b  c  d 
d  a  b  c 
c  d  a  b 
b    c    d    a 

1 

1 
J_ 
1.2 

1 


-4 

a  b  c  d 
d    a    b    e 

~  a^b  +  c-\-d 

c  d  a  b 
b    c    d    a 

1.2.3 
1 


1 

1 

1 
_l_ 
1T2 

1 


1,2.3.4 


1.2.3.4     1.23     12    1 

*131.  Die  cubische  und  die  biquadratische  Gleichung  können  dargestellt  wer- 
den in  der  Form 

X    a    b 


X  a  b 
b  X  a 
a    b    X 


0, 


c 

c  X  a  b 
b  c  X  a 
a    b    c    X 


=  0.      (A.  Legoux.) 
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**132.  Lehrsatz  von  Kronecker  (Nach  dem  Lehrsatze  Ton  Laplace) 

biOCz 

bi'J: 
b2'ö 


133. 


fl,T, 

b 

Ti 

öi-To    bxX2    aix-a 

a^Xi 

b: 

'1'i 

a-,X2    b-^x-y    floar; 

Cl'Jt 

b> 

Ui 

fl.i 

2      ^1^2     ai?/3 

o-2\h 

b: 

Ui 

aoy.     b.ij2    a.jj'o 

axZi 

b 

|5l 

a,32       ^1^2       öi^-j 

fljJi 

b 

..:-, 
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(X{a-\-b-c-d){a  +  c-b  —  d).\ 


**Eine  bisymmetrische  Determinante  (Ueb.  44),  wie  obig:e,  von*'»  =  fp  Zeilen, 
von  denen  jede  aus  denselben  Elementen  besteht,  die  ao  geordnet  sind,  dass  dieses 
auch  der  Fall  ist  für  jedes  Viertel  der  Tafel,  ist  das  Product  von  2jo  Factoren,  von 
denen  jeder  eine  algebraischen  Summe  der  Qp  Elementen  ist  (Puehta). 

134.  Wenn  die  ganze  Function  ax^  +  bx'^  -\-  ex-  -^  dx  -^  g  gleich  null  ist  für 
x=.Xi,  x  =  Xi,  x  =  Xr,,  x  =  Xt,  x  =  Xs,  SO  Sind  die  CoefRcienten  a,  b,  e,  d,  g  null 
(Vergl.  N'  19,  Beispiel  II,  N»  29,  III). 

**135.  Man  verallgemeinere  folgende  Relation,  in  welcher  die  erste  Determinante 

cyclosymmetrisch  ist : 


tti  -\-  Xi  ffs  +  OOi  ß.  —  Xi  /li  —  Xi 

bi  +  yi  b*-{- 1/2  h  —  y-  fti  —  yx 

bi  —Vi  b2  —  Vi  bz  +  ^2  *i  +  Vi 

a\  —  X,  ttt  —  x-i  a^  -\-X2  «I  +  ^1 


=  2* 


i,    b. 


Xt     X2 

vx    y* 


**136.  Man  findet  Brioscki's  Lehrsatz  :  Jede  Determinante  ist  gleich  einer  Salb- 
determinante (Ueb.  50,  N'  26,  III),  indem  man  in  Ueb.  135  setzt :  Xi  =  «1,  y»  =  b», 
ttt  =  ii,  Vi  =  «2. 

**137.  Eine  Circulante  von  2«  Zeilen  lässt  sich  darstellen  unter  der  Form  einer 
Determinante  von  w  Zeilen,  wenn  man  das  Product  der  zwei  Determinanten,  in 
welche  man  die  Circulante  zerlegen  kann,  in  eine  cyclosymmetrische  Determinante 
umwandelt  (Ueb.  44, 46,  135). 

**138.  Die  Potenz  {n  -\-  1)  einer  Eliminante  von  n  linearen  homogenen  Func- 
tionen von  n  Variabein  ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  gleich  der  Eliminante  der 
Quadrate  und  aller  Producte  von  je  zwei  dieser  Functionen  (Hunyady). 


**139. 


(M)    (1,2) 
(2,1)     (2,2) 

(w,l)    («,2) 


(2,«) 
(«,«) 


=  f  (1)  ?(2) ...  y(«), 
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wenn  wir  mit  (i,  k)  den  prössten  fremeinschaftlichen  Teiler  der  ganzen  Zahlen 
»und)tundmit?(.fe)  die  Anzahl  der  Zahlen  unter  ^,  welche  in  Bezu?  auf*  Prim- 
zahlen sind,  bezeichnen  (Smith).  Man  weiss,  dass  jede  Zahl  die  Summe  aller 
Functionen  f  ihr  Teiler  ist. 

»♦140.  Wenn  man  in  obifjer  Determinante  jedes  Glied  (f,  \)  durch  die  gleich- 
wertige Summe  von  y   ereetzt,  Bo  ergiebt  sich  eine  Identität,  in  welcher  die 
Functionen  <?  durch  beliebige  Zahlen  ersetzt  werden  können  (P.  Mansion). 
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